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Vorrede. 


Ohn⸗ Zweifel werden viele Freunde der Machematit 
mir darin beiftimmen, daß die in neuern Zeiten fo fehr 
entwidelte Zahlenlehre, neben den übrigen mathemati: 
ſchen Kenntniffen, allgemeiner verbreiter zu fein vers 
dient, als fie bisher geweſen iſt, und daß fie fich, Durch 
ihre Strenge wie durch ihre Klarheit, als Gegenftand 
des mathematifchen Unterrichtes ganz vorzüglich em⸗ 
Pfiehlt. Dieſe Betrachtung bewog mich zur Abfaſſung 
des vorliegenden Buches, in welchem ich bemüht gewe— 
sofen bin, die Anfangsgründe der höheren Arithmetik, 
zwar mit Kürze und Präcifion, Doch zugleich auf eine 
leicht faßliche Weife darzuftellen. Indem ich die Uns 
terfuchungen über unbeftimmte Aufgaben höherer Grade 
im Allgemeinen bei Seite fegte, bin ich bei der Theorie 
der quadratifchen Formen ftchen geblieben, und felbft 
in Bezug auf diefe habe ich nicht Alles erfchöpft, was 
bisher geleiftet worden. Indeſſen hoffe ich, Daß es 
demjenigen Leſer, welcher fich mit dem Inhalte diefes 
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Buches vertraut gemacht hat, nicht ſchwierig fein wird, 
aus den befannten Hauptwerfen über Zahlenlchre fich 
weiter zu unterrichten; und ich fehe meinen Zwed als 
vollig erreicht an, wenn es mir gelingt, das Intereſſe 
an diefer Wiffenfchaft weiter zu verbreiten, und den 
Anfang in derfelben zu erleichtern. 

Die beigefügte hiftorifche Notiz wird denjenigen 
meiner Leſer nicht unwillfommen fein, welche weniger 
©elegenheit haben, mit der Gefchichte der Mathenratif 
fich vertraut zu machen. 

Berlin im Juli 1831. 
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Cinleitung. 


4, DO eldnäng: Eine Zahl, welche bloß durch Wieder: 
holung der Einheit entfteht (eine Anzahl von Einheiten) heißt 
eine ganze Zahl. 

Wird die Einheit in eine beftimmte Anzahl gleicher Theile 
getheilt, fo ift eine Anzahl folcher Theile eine gebrochene Zahl. 

Die ganzen und gebrochenen Zahlen heißen auch gemeins 
fchaftlich rationale Zahlen, weil fie in einem angebbaren Vers 
Hältni zu der Einheit oder den Theilen derfelben Mor 


jede andere Zahl heißt irrational, 


Die Algebra. befchäftigt fich mit der Zahl im Allgemei: 


nen, die Arithmetif (Zahlenlehre im engern Sinne) befhränft 


den Zweck ihrerilinterfuchungen auf rationale und meift auf 
ganze Zahlen. Sie unterfiheidet die letztern nach verfihiedenen 
Gefichtspuncten in Klaffen, lehrt die Eigenfchaften diefer Klaſ— 
fen fennen, und endlich rationale, meift fogar ganze Zahlen 
finden, welche gegebenen Bedingungen Genüge leiften. 

Die Auflöfung der zulest erwähnten Art von Aufgaben 
macht denjenigen Theil der Arithmetif aus, welchen man auch 
die unbeftimmte Analyfiö (analysis indeterminata) zu nen= 
nen pflegt. Der Grund diefed Namens liegt in dem Um— 
ftande, daß oft mehrere, ja fogar unendlich viele verfchiedene 


rationale Zahlen den Bedingungen der Aufgabe genügen. 


* Obgleich im Folgenden die erſten Elemente der Arith— 


metik gaͤnzlich als bekannt vorausgeſetzt werden ſollen, ſo 
Mindina Arithmetik. 
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wird es doch nicht überflüffig fein, über die ganfen Zahlen 
einige Säge mit ſtrengen Beweifen vorauszuſchicken, welche 
die Grundlage der gefammten Arithmetif bilden. 
Lehrſatz. Die Drdnung der Factoren eines: Products 
aus mehreren ganzen Zahlen ift für das Product gleichgültig. 


Beweis. Man nehme zuerft ein Product aus zwei 


Factoren a und D, fo ift leicht einzufehen, daß « Einheiten 


b mal gefest, diefelbe Zahl ausmachen, wie 5 Einheiten « mal 4 
gefeßt. Denn man fihreibe a Einheiten in eine horizontale 


Reihe und wiederhole diefe Neihe 5 mal, fo bat man a. Eins 
beiten geſetzt; zugleich aber ift hiermit auch eine Verticals 
reihe von 5 Einheiten « mal gefekt, alfo iſt axd=ıx. 
Soll ferner das Product ad mit ce multiplicirt werden, 
fo hat man, indem man den für 2 Factoren ald gültig ans 


erfannten Saß anwendet abxc=baxcm=cxab=cxba.' 


Es ift alfo nur nachzuweifen, daß der Factor c aud) in die 
Mitte gefest werden darf. Man fchreibe die Zahl c a mal 
in eine Horizontalreife und wiederhole diefelbe d mal, wie 
folgendes Schema zeigt: | 

ecccc‘ 

cCccecc 

CCcCccc 
fo ift Flar, daß man biermit fowohl die Zahl c «db mal ge— 
feßt bat, als die Zahl ea db mal oder cb amal, alfo ift 
cxab=caxb=acxb, was zu beweifen war. 
| Nun nehmen wir an, der Saß ſei fuͤr z und weniger 
ald rn. Factoren bewiefen, fo wisd fi) ergeben, daß er aud) 
für n-+1 Factoren gelten muß. \ 

enn es ſei P=abed.... klm ein Product aus 

n Sactoren , zwifchen welchen ein neuer Factor z eingefchoben 
werden möge, fo daß Q=abe....z....Im ein Product 
aus n+1 Factoren iſt. Das Product Q. laßt ſich in die 
beiden Factoren m und abe....z.... 7 zerlegen, von denen 
der zweite aus z Factoren beſteht. Auf diefen läßt fi) alſo 
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‚die Vorausſetzung des Satzes anwenden, wodurd) man erhält 
abo....2....l=abo...lz—abe....ixz. Folglich ift 

—=abc...Ixzxm=abc,...Ixmxz=abc....Imxz 
—Pxz, alo OQ=Pz, d.h; an welcher Stelle man auch 
den neuen Factor = zwifchen die Factoren von P einfchieben 
möge, das Product Q ift immer das zfache von P. 

Da nun der Saß für 2 und 3 Factoren gilt, fo gilt 
er auch für 4,5,6. u.f.w. Factoren und alfo allgemein für 
jede beliebige Anzahl von Factoren, 

.  Bufaß. Wird ein Product aus ganzen Zahlen durd) 
einen oder mehrere feiner Yactoren dividirt, fo ift der Quo: 
tient gleich dem Producte der übrigen Factoren. 

Sn einem Producte aus mehreren Factoren Fann man 
beliebige derfelben zu einem einzigen Factor des ganzen Pro> 
ducts verbinden. 

3 Iſt eine Sahl @ ein Vielfaches von einer Fleineren 
d, fo heißt @ durch D ohne Heft theilbar, oder fihlechthin 
theilbar, Die Sahl D ift alsdann ein Factor von a. 
Haben nun die beiden Zahlen a und c den gemeinfchaftlichen 
Factor b, fo hat aud) ihre Summe a--D und ihre le 
ren; a — db diefen Factor, wie leicht einzufehen, 

Erflärung. Zwei ganze Sahlen, welche außer der 
Einheit feinen gemeinfchaftlichen Factor haben, heißen rela⸗ 
tive Primzahlen. 

Zuſatz. Zwei in der Reihe der natuͤrlichen Zahlen 
1, 2, 3, 4, 5, 6. u. ſ. w. unmittelbar aufeinander folgende, 
ſind relative Primzahlen; denn waͤren die beiden Zahlen 4 und 
a--1 durch eine dritte b beide zugleich theilbar, fo wäre 
auch ihre Differenz 1 durch) 5 theilbar; alfo kann der gemein— 
fhaftliche Factor d nur gleich 1 fein, 

4, Erflärung. Eine Zahl, welde durch Feine Flei- 
nere mit Ausnahme der Einheit ohne Neft theilbar ift, Heißt 
eine abfolute Primzahl oder fihlechthin eine Primzahl, 
eine einfache Zahl, Jede andere Zahl heißt eine zuſam— 
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mengefeste und ift nothwendig cin Product aus mehreren 
Primzahlen. + | 

5. Lehrſatz. Sind zwei Zahlen.a und DL durd) eine 
Primzahl p beide nicht theilbar, fo ift auch ihe Product ax db 
durch p nicht theilbar. * 

Beweis. Sind beide oder iſt nur eine der beiden 
Zahlen a und db größer als „„ fo kann man die darin ent— 
haltenen Vielfachen von p weglaffen, und es muß das Pros 
duct der Nefte, welche man mit a“ und ? bezeichne, durd) 
p theildar fein, wenn es das Product ad if. Denn es 
gebe a mit p dividirt, den Quotienten n, und den Neft a’, 
und 5 mit p dividirt, den Quotienten m, Neft d’. Alddann 
ft a=pn-ta, folgli) aa—=pbn--a'b, folgli a’b 
durch p teilbar, wenn ab ed if. Nur td—=pm+td,, 
alſo « d= pa’m-+-a’b', alfo aud) a’ 2’ durch p theilbar. — 
Man dividire mit dem Hefte a’ in die Zahl p, der Quotient 
fei q und der Reſt a’; fo ift 4“ Fleiner als a’ und p= 
ag-ta”. Multiplidrt man dieſe Gleichung mit 2’, fo ers 
giebt ſich di 
pl =a'b!’g-+- ad, 

Da nun a’b’ nad) der Vorausfekung durch p theilbar 
ift und pd’ offenbar ebenfalls, fo ift es aud) das Product 
ab’. Dividirt man mit a’ in p, fo finde fi) der Neft a 
und der Quotient g/, fo daß 

in a’! g’+ a und a’ <a’, 
Multiplicirt man wieder mit 2/, fo folgt: 
pb' = ab’ g’ aid, 

und weil a’’d’, fo wie pb’ durch p theilbar find, fo ift es 
auch ad. Auf diefe Weife fortfahrend erhält man eine 
Kreide von abnehmenden Zahlen a’a’’ a’! etc., welche fämnt- 
lich Heiner als p und fo beſchaffen find, daß wenn @’d’ durd) 
p theilbar iſt, auch ab, ab .... dur p theilbar fein 
müffen. Da nun die abnehmenden pofitiven Zahlen «’a” .ı.. 
nothwendig bis auf O herabfteigen müffen, fo muß die legte 
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derſelben in p aufgehen, und da p eine Primzahl ift, fo kann 
diefelbe nur =1 fein. Folglich muß 1x’ oder d/ durch p 
ohne Neft theilbar fein, was aber offenbar deshalb nicht moͤg⸗ 
lich, weil nach der Vorausſetzung b’ kleiner iſt als p. Folg⸗ 
lich kann die Annahme, daß «’b’ oder ab durch p ohne Reft 
theilbar fei, während weder a noch db durch p theilbar find, 
ohne Widerfprucd) nicht beftehen; was zu beweifen war. 
Bufaß 1. Jede zufammengefeßte Zahl laßt fi nur 
auf eine Art in Primzahlen zerlegen, vorausgefegt, daß man 
auf die Ordnung der Factoren Feine Rücfiht nimmt. 

Beweis. Die Zahl P ſei ein Product der Primzahlen 
abcd...., fo kann fie nicht durch eine Primzahl p ohne 
Reſt getheilt werden, wofern nicht wenigftend einer der Facz 
toren a, d, c, d der Primzahl p gleich ift. Wäre dad Ges 
gentheil der Fall, alfo adcd durdy p theilbar, fo müßte «8 
einer der Factoren diefed Products a oder bed fein. Stun 
ift es a nicht, alfo muß bed durd) » theilbar fein, und da 
d es nicht ift, fo muß es cd fein. Es ift aber weder c nod) 
d durch p theilbarz folglich ift überhaupt die Zahl P durch 
p nicht theilbar. 

Zufaß 2, Jede Zahl ift entweder eine Primzahl, oder 
ein Product aus mehreren Primzahlen. Sind ale dieſe 
Primzahlen einander gleih, fo ift die Zahl eine Potenz einer 
Primzahl, wie z. B. 9, 27, SL, und dergl. Sind diefe Prim- 
zahlen aber nicht alle einander gleich, fo ift die Zahl im All 
gemeinen ein Product aus Potenzen mehrerer ungleicher Prims 
zahlen; z. B. 34.5°,7?. 

Bezeichnet man alfo mit a, d, c, d ungleiche Primzah— 
In, und mit @, ß, 7, 0 .... pofitive ganze Erponenten, fo 
ift jede Zahl ein Product wie: a«bPordd... | 
* „Sind alle Erponenten &, f, 7, o .... der Einheit gleich, 
fo ift die Zahl abod.... ein Product ungleicher Primzahlen. 

Sind alle Erponentn @, P, y, dcs Bielfac)e von 
einee und derfelben Zahl rn, fo ift Die Zahl a@bPcr .... ein 
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Product aus n gleichen Factoren, nemlich (or. DW ORAN ) 
und folglich eine ate Potenz einer andern ganzen Zahl. 
Sind z. B. dieErponenten a, 6, 7.... alle grade, fo if 


die gahl a@bPer.... ein Quadratz find fie alle durch 3 theils 


bar, fo ift die Zahl eine dritte Potenz oder ein Cubus u, f. f. 

Iſt einer. oder mehrere der Erponenten @, ß, y, Ö...» 
nicht durch n theilbar, fo ift auch die Zahl A=urWPcr.... 
nicht die ate Potenz irgend einer ganzen Zahl. = 

Soll eine Zahl Am arbfer.... durch eine „andere 
; B= ash cr... theilbar fein, fo art nicht allein B nur 

folche Primfactoren enthalten, die in 4 vorlommen, fondern 
auch. die Erponenten a’, 4, y' diefer Primfactoren dürfen nicht 
größer fein, alß die entfprechenden Erponenten &, ß,7, d. h. 
a nicht größer als a, u. ſ. f. 

. Ein Product aus ungleichen Primfactoren ift ee dur) 
fein Quadrat theilbar. 

Theilt man ein Product aus ungleichen Primfäctoren bes 
liebig in zwei Factoren, fo ſind dieſe beiden Factoren. relative 
Primzahlen. 

6. Sufaß 1. Sftc eine relative Primhl gegen a, und 
ab durch o theilbar, fo ift >» duech -e theilbar. 


Denn feßt man den Quotienten — ſo iſt 4b* =cq. 


Iſt nun c=menf.... wo m, 1, uf f. ungleiche Primzah⸗ 
len ſind, ſo muß «db durch m“ theilbar fein, und weil q den 
Factor m gar nicht enthält, muß 5 denfelben, und war we⸗ 
nigftens auf der Potenz «@ enthalten; eben fo iR den 
Factor zn? enthalten, u.ſ. f. 

Zufas 2%. Iſt eine Zahl 2 durch jede von zwei rela= 
tiven Primzahlen: a und d theilbar, fo ift fie * ur ihr 
‚Product aditheilbar. 

Beweis, Nach der Vorausſetzung if A=4a, 4 
Aa 


A 
eine ganze Zahl; dividirt man 2 mit b, fo Komm = 


2 


a 


ebenfalls nach «der Vorausſetzung eine ganze Zahl. Da nun 
b relative Primzahl gegen a ji ‚fo muß 4° durch d, theils 


bar keins Setzt man alfo ==B, fo it Z=Bab, durd) 
ab theilbar, w. z. b. w. 

7. Aufgabe. Den groͤßten gemeinſchaftlichen Factor 
zweier Zahlen zu finden. 

Aufloͤſung. Es ſei a die größere, d die Fleinere Sahl, 
‚ man dividire mit D in a, der Quotient fei g, der Reftr, fo ift 
| | a=bg+r. 
Iſt nun f der größte gemeinfchaftliche Factor von @ und b, 
fo ift auch r durch F theilbar und f der größte gemeins 
fhaftliche Tactor von D und 7. Denn gäbe es einen grü- 
fern gemeinfchaftlichen’ Factor von D und r, />F, fo wäre 
auch) a durch F? theilbar und folglich f* gemeinfihaftlicher 
Factor von a und b, was nicht der Fall iſt. — Der größte 
gemeinfhaftliche Factor des Diviford und Dividendus ift 
alfo zugleich der größte gemeinfchaftliche Factor des Divi— 
- ford und Reſtes. 

Es werde nun r mit 5 dividirt, der Quotient fei y’ 
der Neft m’, fo daß ſich ergiebt: 

b=rg'-+r; 
fahrt man weiter fort, mit jedem gefundenen Refte r/ in den 
vorigen r’ zu dividiren, fo erhält man 
rm r * rt, 
r = — ZZ r, etc. 

und Fit der gemeinfaftlich Factor von a und db, 6 und 
r,r und r’, r’ und 7”, r’’ und r’, et. Da nun die 
Zahlen r, r’, 7’, 7! eine abnehmende Reihe bilden, fo muß 
man durch Fortfeßung des angezeigten Verfahrens nothwen— 
dig auf einen Reſt Fommen, welcher in dem vorhergehenden 
aufgeht, mit dem daher das Verfahren fein. Ende erreicht hat. 
Dieſer Reſt iſt der groͤßte ——— Factor der Zahlen, 
a und.b. 
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Anmerf. Sf derfelde 1, fo find die, behen hehlen 
eelative Primzahlen. 


8. Erklaͤrung. Zwei ganze Zahlen a und 3, deren 
Differenz durch eine dritte c (ohne Reſt) theilbar ift, heißen 
congruent nach dem Modul (modulus) c. Dad Zeichen 
der Congruenz (welches, nebft den Namen, zuerft von Gauß 
in den Disquisitionibus Arithmeticis eingeführt wurde) ift 
=, 68 ift alfo z. B. 17=3, mod.7,8=— 3, mod, 11, weil 
17-3=2,7, 8— (-3)=11, +24=0, mod,12, —-15=0, 
mod. 5, etc. 

Folgende Säge, welche die Theorie bisfeR Zeichens ent⸗ 
halten, find Teicht zu begreifen, 

a) Iſt a=b, mod. c, und “md, mod: c, fo ift auch 
b =d, mod. c. 

b) Stab, mod.c, e=g, mod.c, fo ift au 
ate=b-35, mod.c, und ae—e=b—g mol. c, 

c) Iſt a=b, mod.c, und e=g, mod. c, fo ift auch 
ae=bg, mod.c. Denn da a—b=0, mod. cd, h. 
a —b durch c theilbar ift, fo ift aud) e(a —Dd)=0, mod. co, 
d.h. ea—eb=(0, mod. c, ea=eb, mod.c, emag eine 
pofitive oder negative ganze Zahl fein. Aug demfelben Grunde 
ift au) ed= gb, mod. o, folglic) nad) a) ea= gb, mode, 
w. z. b. w. | 

Iſt daher n eine pofitive ganze Zahl, und a==b, mod. c, 
fo ift aud) a®==b*, mod. c, a? =b?, mod. ce, überhaupt 

a”= br, mod. c, .8.16=5, mod.11, 0 = —2, mod: 11, 
16x0=E— 10==1, mod.11, 7=-4-3,: mod.4, N 
mod. #, u. ſ. w. 

d) It co eine relative Primſehl gegen a und 5 und 

a==b, mod.c, ae==bg, mod. c, fo ift au) e==g, mod: c. 


"Da a=b, und ee, RN c, fo ift aez==be, mod. c, 


alfo auch De—bz, mod. c, oder be—bzE0, ınod. ©. 
Alfo ift dle— g) durch e (ohne Neft) theilbar, und da ð 
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eine relative Primzahl gegen e iſt, fo muß e24 Sur e 


theilbar, d.h. e 6, mod. ce fein, 
e) Sind m und n zwei relative Primzahlen, und a==2, 
mod. m, a=b, mod. n, fo ift aud) a==b, mod. mn. 4. 6. 


9. Zuſatz. Unter dem Reſte, welchen eine poſitive 
ganze Zahl a durch c dividirt läßt, verſteht man die kleinſte 
pofitive Zahl r, welche von a abgezogen, die Differenz; a— r 
durch c theilbar giebt. Derfelbe Begriff läßt fih auch auf 


eine negative Zahl ausdehnen. Es giebt nemlich immer eine 


Fleinfte pofitive Zahl r, welche von — a abgezogen, die Dif- 
feren; —a—r, d.h. die negative Summe — (a4-r) durd) c 
theilbar macht. Diefe Zahl heißt auch“ bier der Neft von 
— a, nah dem Modul c. Laffen zwei Zahlen a und 5 
nach dem Diodul. c gleiche Refte, fo ift a==db, mod. c. Und 
umgefehrt, iſt a=b, mod. ce, fo laffen die Zahlen a und >, 
durch .c dividirt, gleiche Reſte. 


Iſt der Reſt r von a größer ald die Hälfte des Mo— 


duld c, fo ift r— co eine negative Zahl, die, vom Zeichen 
abgefehen ,-Fleiner ift, ald 30. Führt man alfo auch nega= 
tive Nefterein, fo fann man r —c ald den Fleinften Reſt 
vom a, nach dem Modul c betrachten. Der Fleinfte Reft 
einer Zahl a, nad) dem Modul c, ift. alforentweder pofitiv 
oder negativ, aber immer Feiner ald & co. 


"Einige allgemeine Säge uber abfolute und late. 
Primzahlen. 
10. Lehrſatz. Die Anzahl der abfoluten Primzahlen ift 
unbegrenzt. Um dies zu beweifen, nehmen wir. des Gegentheil 
an. Es fei alfo die Anzahl der Primzahlen begrenzt, und z 


die letzte Primzahl. Alsdann müßte jede HZahl, die groͤßer iſt, 


als z, durch eine der Primzahlen A 6— 


2 


P% 


| — 
theilbar fein. Es ſei P=2,.3; 5, —— gleich dem 


Producte aller Primzahlen von 2 bis zur angenommenen letzten 
z, fo iſt P+1 erftens offenbar größer, als jede der Primzah- 


len 2,3, 2.0. z. und dur) Feine derfelben theilbar ($. 3. 
Zuf.). Alſo ift P-+1 entweder felbft eine Primzahl, oder es 


giebt zwifchen z und P+1 noch andere Primzahlen, durch welche 
P+1 theilbar ift. In feinem Falle aber ift z die legte Prime 


zahl, w. z. b. w. 


11. Es giebt ein ſehr einfaches Mittel, um alle Prim— 
zahlen von 1 an bis zu einer gegebenen Grenze A durch bloße 
Auöfchliegung der zufammengefegten Zahlen zu erhalten, Man 


- Schreibe nemlich die ungrade Sahlen von 1 bis 4 z. B. bis 


39 in eine Reihe: 
1.3.5.7.9.11.13.15.17.19.21.23.25.27.29.31.33.35.37.39, 


„fo ift in diefer Reihe jede dritte Zahl von 3 an durch 3 heile 


bar, man. ftreiche alſo alle diefe Zahlen 9,15, 21, u. ſ. f., 
mit Ausnahme der erften, 3, aus. Hierauf ftreiche man jede 
5te Sal von 5’ an aus, indem man jedoch die ſchon ausge— 
firichenen Zahlen immer mitzählt. Man kommt alſo zunaͤchſt 
auf 15, welche jedoch ſchon ausgeftrichen iſt, dann, auf 25, 
35, welche noch nicht ausgefteichen waren. Eben fo verfahre 
man mit 7, und flreiche unter den Sahlen 21, 85%... dies 
jenigen, welche noch nicht ausgeftrichen waren. Da 9 und, 
alte vielfacheren 9 ſchon ausgeftrichen. find, fo iſt es nicht noͤ— 
thig, die Bielfachen dieſer Zahl auszuftreihen. Man fährt 
mit 11, 13 fort, übergeht die ſchon ausgeftrichenen Zahl 15, 

u.f.w. Alle Zahlen 1,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 

welche nach diefer Operätion nod) ſtehen geblieben, find Prim⸗ 
zahlen. 


1.3.5.7.5.11.13.7$.17.19.2%.23.28:.29.29:31.BB. 88.37. 9. 


Zu diefen iſt noch die Primzahl 2 zu zählen. 


Dieſe Methode läßt fi) noch durd) Anwendung + fol- 


genden — abkuͤrzen: Iſt eine Zahl 4 durch Feine 
Primzahl von 2 biö zu der in Quadratwurzel a aus A (YA) 


7 


Be — 


enthaltenen größten Primzahl theilbar, fo ift ſie felbft eine 
Primzahl. Denn wäre die Zahl 4 zufammengefegt, fo müßte 
fie in diefem Tale wenigftens 2 Primfactoren enthalten, von 
denen jeder größer wäre ald YA, was nicht möglich) ift. 

Um alſo fämmtliche Primzahlen von 1 bis 4 zu finden, iſt 
die Ausfchliegung aller derjenigen ungraden Zahlen hinreichend, 
welche durch feine der. Primzahlen unter YA theilbar find. 

In dem obigen Beifpiele braucht man alfo, um die Prim— 
sablen von 1 bis 39 zu finden, nur die durch 3 und 5 theils 
baren Zahlen auszuftreihen, da das Quadrat der: naͤchſtfol⸗ 
genden Primzahl 7 ſchon größer iſt als 39, 

12. Aufgabe. Borausgefest, daß man die Primfacto— 
ren der Zahl 4 kenne, fo foll man die Anzahl der relativen 
Primzahlen gegen — finden, die Fleiner find ald A. 

i Auflöfung. Es fi A=arbPord®...., wo a, b, 
%d,.... ungleiche Primzahlen und &,.Pr- 7 Ir... 
ganze pofitive Erponenten find, von denen Feiner gleich Nur ift, 

Unter den Zahlen von L bis — find die folgenden 


a, 2a, 3a, #a,.... (2)a 
durch a theilbarz der Anzahl nad) 5 
Es bleiben alfo durch a untheilbare Zahlen — übrig. 
Unter diefen find die folgenden — | 
| 0,20, 3b... (2) 


durch db. theilbar, ausgenommen diejenigen, welche zugleich 
durch a theilbar find, nemlich: 


ab, 2ab, Jab.... — u 
Bon den durch A nicht theilbaren a—2 Zahlen find 
alfo ei Zahlen, welche durch > und nicht zugleich durch 


—- 2 — 
a theilbar find, abzupiehen, und man erhält alfo 
| A — — 54 — 
Austen, welche, weder dur) a, Er KEN b theilbar find. 
Man fieht leicht, daß die Anzahl diefer ‚Zahlen fi ch eigfachet 


durch die Formel 

* (1-7) (1-5) 
ausdruͤcken läßt. | 
Fährt man auf diefe Weiſe fort, fo findet man, daß die 


Anzahl der Zahlen von 1618 4, welche weder durd) a, noch 2, 
not) theilbat find, A (1 — 9 (1 =) (2) * 
Es befindet ſich nemlich unter den Zahlen von 1 bis at —, 


welche durch c theilbar find. Unter diefen giebt e8 aber fole, 
die. dur) @ und b nicht theilbar find, fo viele ald deren in 


der Kreide #2, .3,, Des =; vorhanden find. _ Die Ans 
zahl folcher beträgt nach der vorigen Formel 
A 1 
= )(3)- 
Diefe durch c, nicht aber duch a und d theilbaren Zah⸗ 
——— 1 AN 
len muͤſſen von den vorigen Z (1——) (1--.) Sahlen 


‚abgezogen werden, um diejenigen Zahlen unter A zu erhalten, 
welche weder durch a, noch d, noch c theilbar find. Dies giebt 


A) U), me 
alı- (1 2)(62*) Basen. 


Eine ganz ähnliche Formel gilt fuͤr eine groͤßere Anzahl 
von Primzahlen. 

Beiſ piel. Die Anzahl derjenigen Zahlen, welche Flei- 
ner find, ald 300 28. 32, 6 und relative Primzahlen gegen 


2 RB 


360, beträgt 360.2 — 8.1.2.48 96 


5 
Zahlen. 
13. Aufgabe. Die Anzahl der Zahlen zu finden, 
welche kleiner als B, und durch feine der ungleichen Primzah— 


len a, b, c,d.... theilbar find. 
loͤſung. Es ſoll im Folgenden die in dem Ace 


tienten enthaltene ganze Zahl durch Ba bezeichnet werden. 
Man wird beweifen Fönnen, daß Bu, = Bas; d.h, die ganze 
Zahl, welche in dem Quotienten * enthalten iſt, iſt gleich 
der ganzen Zahl in dem Quotienten 2, 


ab 
Es ftelle nemlich @’ den Neft vor, welcher bei der Divi- 


fion von DB mit « bleibt, fo it B=aB,4a’, und: a’ pofis 


tiv und Fleiner als «a. 

Iſt ferner 2° der Reſt, welcher B. durch D dividirt, laßt, 
fo it B.=bB.,+b, und 2’ Fleiner ald 2. Alfo ift 
B=abB.,+eb-+a«. 

Nun ift 3* hoͤchſtens gleich b—1, fofgtich nicht alfein 
ab’ kleiner ald ab, fondern auch ad 1) kleiner oder hoͤch⸗ 
ftend glei) ab. Da aber a’ <a, fo ift ad’+a’<ab'-La, 


alfo in jedem Falle ad’ + a’<ab. Folglich ift — ie F ein aͤch⸗ 


tee Bruch, und alſo B., die größte in dem — 
enthaltene ganze Zahl, d,5, Ba, —= Bas, w. z. b. w. | 

Diefes vorausgefeßt, fo find unter den Sahlen von 1 bis 
B die folgenden a, 2a, 3a, 4a,....(B.)a durd) a teile 
bar; es bleiben alfo B—B. durch a nicht theilbare Zahlen 
übrig. Von diefen find B,— Bas durch b, nicht aber durch 
a theilbar, es bleiben alfo 

B—B.—B;, Bao 

Sahlen übrig, welche weder durch @ noch durch 5 theildar find, 


nn 


Um mit größerer Leichtigfeit dad Geſetz auszudrüden, 
nach welchem für eine größere Anzahl von Primzahlen die bier 
gefuchte Formel zu bilden iſt, fo fei 4 ein Product aus einer 
beliebigen Anzahl von ungleicher Primzahlen a, db, c, d. ... 
alfo A=abcd...., und bezeichnen wir die Anzahl derje= 
nigen Zahl, welche efeiner find ald B und relative Primzahlen 
gegen 4, alfo > theilbar durch eine der Primzahlen a, b, 


c, d,..., mit * ſo ergiebt ſich die Anzahl derjenigen Zah⸗ | 


tin, welche ke Primzahlen gegen L und gegen eine neue 
Primzahl p, zugleich Fleiner al8 B find, d.h. die Zahl. 
BE EN. 
RER EB 
Unter den Zahlen von 1 bis B find nemlich die folgenden 
P» 2P> 3p, #P -..- (Bp)p 
durch p theilbar. Unter diefen befinden fich aber eben fo viele 
durd) a, d, c, d .... nicht theilbare Zahlen, als es deren 


in der Reihe 
POS AN N D, 


giebt, d.h. nach der obigen Bezeichnung —2 


Zieht man nun von allen den Zahlen, welche durch Fei= 
nen Factor von — theilbar find, Diejenigen ab, welche nur 
durch p, nicht aber durch einen Factor von 4 theilbar find, 

Be Bl uR 
fo erhält man — = —— = Zahlen, welche Heiner find 
dp Ä 
ald B und relative Primzahlen gegen Ap. 

Will man zB. die Anzahl der Zahlen finden, welche 
fleiner find, ald B und relative Primzahlen gegen abc, fo 
feße man Z= ad, und man hat: 


Bu * 
Stun iſt — SB—B.Ba Bas; folglich 


175393 
» — =B e—Bea— — 
—34 


9 


alſo 
— Er .B Be Bay Bart Diem Base 
be oe 
Beiſpiel. Wie viel Zahlen giebt es von 1 N 100, 
eK durch Feine der Primzahlen 2, 3, %, 7 ueber fü nde 


Man hat J— | a 


2.3 32:09 
40 _ 400 — 50. 
A, 


Nun findet man, ‚entweder durch Wiederholung ded an 
gegebenen Verfahrens, oder, in dem vorliegenden einfachen 


Falle, durch Zahlung, daß: 


Re — 4, ee? ——— 
2.3.5 2,3 2 


| 100 
daher erniebt die geſuchte Zahl —— gleich: 
her ergiebt ſich die geſuch Br h 


100 - 50 - 4 -7 - 17 22. | 

Da es außer den Zahlen 2, 3, 5, 7 Feine andern Prim— 
zahlen mehr giebt, die Fleiner find als Y10O, fo find alle jene 

. 22 Zahlen Primzahlen. Füge man zu der Anzahl 22 der=. 
felben noch die Zahl 4 der obigen nicht darin begriffenen Prim— 
„zahlen hinzu, ſo erhält man das Reſultat, daß es von 1 bis 
100 26 Primzahlen giebt, die Einheit felbft mit eingerechnet, 


Anmerk. Die im $ gefundene Formel für = ift ſo 


beſchaffen, daß die Zahl B, wenn ſie durch keinen Factor von 
4 et ift, in denfelben mitgezaͤhlt wird, 


ug ‚16 un 


44. Aufgabe. Die Anzahl fämmtlicher Zahlen zu fin- 
den, welcher in einer gegebenen Zahl 4 ohne Reſt aufgehen. 
Aufloͤſung. Die verfhiedenen Primfactoren von 4 
fein , bo d.... und d=arbPordd....; fo ift jeder 
Divifor von A ein Product von der Art wie a bPcr...., 
wenn a’, #7, y1, 1... beliebige pofitive Erponenten, feiner 
derfelben jedoch größer als der entfprechende &, 8, 7,0 .... ift. 
Die Anzahl aller Zahlen diefer Art ift nun gleich der. 
Anzahl der Glieder, welche das Product 
(1-Fa+a?+a?...+a®)(1+5+5?+5°...+bP)(1+0+0°...+0/).. 
enthält, wenn man es volftändig entwidelt. Denn in dies 
fem Product wird offenbar jede Potenz von « mit jeder von 
Dd, c, .... multiplicrt, Auch find nicht zwei Glieder des 
entwickelten Productd einander gleich; alfo beträgt die Anzahl 
ſaͤmmtlicher Glieder («e-+1)(?+1)Y-+1)...., von denen 
jedes ein anderer Divifor von 4 ift. 
artı —_1 


Bufaßs Da ltatat tar... Ha = —-, 


fo beträgt die. Summe diefer fämmtlichen Diviforen von 4: 
ehr H4 Br — Tom Z4 
Er a 

Beifpiel, Die Anzahl fämmtlicher Diviforen von 
1800 =5?.3*,.2? ift 3.3.4==36, und die Summe derfelben‘ 

STE. 5731.13: =508. 

15. "Die. Vertheilung der Primzahlen in der Zahlenreihe 
würde noch Stoff. zu weiteren Unterfuchungen liefern, wenn 
nicht die Schwierigfeit de8 Gegenftanded für den hier voraus— 
gefeßten Standpunct zu groß wäre, | 

Es mögen daher folgende Bemerfungen hinreichen, 

Dividirt man die Primzahlen mit einer beliebigen Zahl 
‘a, fo fann eine Primzahl offenbar nur folche Nefte r geben, 
welche Kleiner find ald a und relative Primzahlen gegen «a. 
Waͤhlt man z. B. die Zahl 4, fo kann jede ungrade Prim ' 


AR 


zahl, dividirt durch 4 nur 1 oder 3 zum Nefte laſſen. Dan 
fann daher fagen, daß jede ungrade Primzahl entweder von 
der Form 432 41, oder von. der Form An+3 if, Von 
- der erften Art find die Primzahlen 5, 13, 17, 29, 37, etc., 
von der lektern die Primzahlen 3, 7, 11, 19, 23, 31, etc. 
In Beziehung auf den Modul 8 kann ein ungrade Primzahl 
nur. dieNefte 1, 3, 5, 7 laffen, und wir erhalten alfo 4 Klafs 
ſen von Primzahlen, nemlich Sn 1, 8x3, 82 +5, 8n+7, 
Beifpiele der erften Claffe find 17, 41, ...., der zweiten Claffe 
8n--3:11, 19, 43 ete,, der dritten Claffe Sn 5:13, 29, 
37 etc., endlich der vierten Claffe Sn-+7:25, 31, 47 etc. 

Im Bezug auf den Modul 6 fann eine. ungrade Prime 
zahl nur dieNtefte 1 und 5 laffen, alfo ift jede Primzahl, mit 
Ausnahme der 2 und 3, von der Form 6n-H-1 oder 6n-+-5. 

Im Allgemeinen ift leicht zu fehen, daß man den Moe 
dul, durch welchen die Primzahlen claffificirt werden, wenn 
derfelbe ungrade ift, mit 2 multipliciren fann, um dann ſo— 
gleich alle möglichen Formen der Primzahlen zu finden. Denn 
fol der Modul z. B. 5 fein, fo ergeben fich zunachft die Tore 
men ön-+-1, 5n-t2, 5n-3, 624, in denen jede un⸗ 
grade Primzahl, ausgenommen 5, enthalten fein muß. Nimmt 
man nun erftend die Formen 5n-+-1, 5n-+3, fo ift Far, 
daß diefelben nur dann eine ungrade Zahl darftellen, wenn 
nı grade ift. 

Man fihreibe alfo ftatt n:27, fo erhält man die Formen 
40n+1, 10a +3. Dagegen muß in den beiden Formen. 
In--2, Snt4, die Zahl r nothwendig ungrade fein, da 
diefe Formen felbft nur ungrade Primzahlen darftellen follen. 
Schreibt man daher in denfelben ftatt r. die allgemeine Form 
einer ungraden Zahl 2-1, fo gehen jene beiden über in 
die beiden folgenden 10n-+7, 10n--9, welche lauter uns 
grade Zahlen enthalten, 

Auf diefe Art Fann man die Primzahlen nach jedem ge 


gebenen Modul in fo viel Claſſen eintheilen, als es relative 
> Minding Arithmetid, B 


kenne ER - 


Primzahlen-gegen diefen Modul giebt, die Fleiner find, als die- 
fer. Es laͤßt fih nun behaupten, daß jede der erhaltenen 
Claffen eine unendliche Anzahl von Primzahlen in fich fchliegt. 
So fehr aber auch diefer Satz ſchon an ſich eine große Wahr— 
fheinlichfeit hat, und welche durch anderweitige Betrachtuns 
gen, wie man fie vorzüglich in der Theorie der Zahlen von 
Legendre findet, noch erhöht wird, fo ift dochein ganz ſtren— 
ger und allgemeiner Beweis deſſelben bis jetzt noch nicht be— 
fannt, und wir. müffen und daher begnügen, den Satz nur 
auögefprochen zu haben, ohne und in der Zufunft darauf bes 
rufen zu dürfen, | 
Anmerf. Die Formen der Primzahlen, von welchen 
hier die Rede gewefen, pflegt man Formen des _erften Gra= 
des, oder auch-Tineäre Formen zu nennen, zum Unterfihiede 
von den quadratifchen Formen, von welchen fpäter die 


Rede fein wird, 
/ 


Die Elemente der Arithmetik. 


» 


Erſte Abtheilung. 
Erfier Abfhnitt, 
Unbeftimmte Aufgaben des erften Grades, Kettenbrüche. 


di‘ — Sind @ und c zwei relative Primzahlen, fo 
find die Nefte, welche die Vielfachen von a 

\ 1a 2a 3a 4a 5a...:(c—1)a, 

dividirt durch c, laflen, alle von einander verfchieden, 

Beweid, Es fein m und n zwei ganze pofitive Sah- 
len, Heiner ald o, und nehmen wiran, daß ma und na nad) 
dem Modul c gleiche Nefte lafjen, alfo daß ma=Ena, mod. co. 
Alsdann ift (m—-n)a=E0, mod. ce. 

Da nun a und c relative Primzahlen find, fo fann Fein 
Factor von ce in a aufgehen; und da das Product (m—n)a 
durch co theilbar ift, fo folgt daß m—n durd) jeden Factor 
von c, alfo durch c felbft, teilbar fein muß. Da aber we- 
der m noch n größer ift als c, fo ift die Differenz m—n 
nur dann durch c ohne Neft theilbar, wenn m=n. 

Sobald aber m nit =n, fo iftaud) ma nidt —na, 
mod.c, w. z. b. w. 

Zuſatz. Es folgt hieraus, daß die Reſte von 

a 20 3aka.... mode 
‚mit den Reſten 1, 2, 3....0—1, wenn auch in veränder- 
‚ter Ordnung, sufammenfallen, 
52 


2 
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Beifpiel.. Nach dem Modul 6 find die Nefte von 
19 2.19 3.49 4.19 5.19 der Reihe nad: 
1 DR 4 5. 
Nah dem Modul 9 find die Reſte von 
16 2.16 3.16 4.16 5.16 6,16 7.16 8.16 der Reihe nad: 
IRB SEN 68 6 6— 


2. Zuſatz. Sind, wie vorhin, q und ce zwar relative 
PYrimzahlen, und 5 eine beliebige dritte Zahl, fo ift es immer 
möglich, eine Zahl a zu finden, welche mit a multiplicirt dena 
felben Neft, wie d, nad) dem Modul c läßt. 

Denn da die Zahlen 

a 2a 3a 4a....(c—1)a ca 
nad) dem Modul c alle mögliche Nefte laffen, fo muß eine 
darunter congruent d fein, mode. | 

Die Congruenz ab, mod. c, welche hierdurch aufge 
Yöft wird, heißt eine Congruenz ded erften Grades, weil die 
unbekannte Größe sc in derfelben nur mit dem Erponenten 1 
vorkommt. | 

Eine ſolche Congruenz giebt alfo für x nur einen 
Werth, welcher Fleiner als der Heebl c und zugleich pofitiv 
iſt. (% 1.) 

Wir wollen diefen Werth von ao welcher unter allen mög= 
lichen pofitiven Werthen der Fleinfte ift, mit @ bezeichnen, 


fo daß 
aub, mod. c; 
Stellt nun x eine andere Zahl vor, welche ebenfalls die 
Congruenz ax==b, mod. c, befriedigt, fo erhält man 
ax Z at, mod.c, oder 
alc—e)=0, mod.c. 

Da nun a durch Feinen Factor von c theilbar ift, fo muß 
s— a durch c theilbar fein, alo æ — « 0, mod. c, oder 
c=e, mod.c. 

Alle mögliche Auflöfungen der Congruenz ax, mod.c 
müffen alfo der Fleinften pofitiven ana) dem Module con⸗ 


— 21 — 


gruent und folglich von der Form e=ncHe fein, in wel: 
dern jede» beliebige ganze pofitive oder negative Zahl ber 
"deutet *). ) 

Iſt die Zahl © größer ald Ze, fo ift die Sahl —c+e 
negativ, und, abgefehen davon, Fleiner ald Zc. Da nun diefe 
Sahl —c-+e eben fowohl ald die Zahl @ an die Stelle von 
‚se in der Congruenz ax b, mod.c, gefeßt werden kann, 
fo ift zu ſchließen: 

Sind a und c zwei relative Primzahlen, fo ift die Cons 
gruen; ar —b, mod. co, auflösbar, Unter allen Werthen 
von x, welche diefelbe auflöfen, giebt e8 immer einen, und 
nur einen, welcher, abgefehen vom Zeichen, Kleiner ald Ze: ift, 
‚Heißt diefee Werth mit feinem Zeichen gedacht e, fo find alle 
Sahlen a, welde der Congruenz ax =b, mod, c, Genüge 
leiften, von der Form nc--a. 

Beifpiel, Es fol 9e—1 fein, mod. 11, der Fleinfte 
Werth für a ift 55 allgemein alfo iſt e=A11n+5, alfo 
17, —6, 5, 16, 27 etc. 

Sol 723 fein, mod.5, fo ift der Fleinfte Werth 
von 2: —1, und alfo allgemein z=5n — 1; d. i. = 
—6, —1,4,9 etc. 

Es iſt nemlih —7 = — 104-323, mod. 5. 


Don den Kettenbrüchen. 


I Die Auflöfung der Congruenz ax = b, mod. c, läßt 
fih zwar immer dadurch finden, daß man für a nach und 
nach die ganzen Zahlen von —zc bis +%c fest, bis man 
auf diejenige (©) kommt, welche der Congruenz Genüge lei⸗ 


*) St x=«, mod.c, fo ift s—« durch o theilbar, und folglich 
ein Vielfaches von c, gleichviel ob pofitiv oder negativ, SIE alfo 
z eine beliebige ganze pofitive oder negative Zahl, fo ift, wenn 

‚=, mod.c, auch: s—nc-+a. Umgekehrt iſt s—=nc+«, 
ſo folgt =, mod. « 


are 


ftet; allein wenn a und o große Bahlen find, fo wird diefed 


* 


Berfahren zweeimäßiger, mit der Anwendung der Kettenbrüche 


vertaufcht, welche die gefuchte Zahl « Ei einem Fürzeren 3 


Wege liefern, 

Die Theorie der Kettenbrüche wird — ſo weit ſie zur 
Aufloͤſung der vorgelegten Congruenz dient, a0 der 
folgenden $$, fein. 

Dan denfe fich eine Reihe gewöhnlicher Brüche, deren 
Zähler fämmtlich gleich" 1, und. deren Nenner pofitive ganze 
Zahlen fi ind, wie 5 B. | 


zur EIE 
IT 37 1700 


Addirt man jeden diefer Brüche, welche wir Partial⸗ Brüche 


nennen wollen, zu dem Nenner des vorhergehenden ſo erhaͤlt 
man einen Kettenbruch (fractio continua). | 


In dem vorliegenden Beifpiel erhält man den Kettenbruch: 


a 
a nee " 
7+—, 


4. Um einen gegebenen Bruch — defien Zaͤhler und 


Nenner poſitive ganze Zahlen find, welche keinen gemeinſchaft— 
lichen Factor haben, in einen Kettenbruch zu verwandeln, bes 
dient man. ſich des Verfahrens, welches im $. 7. der Einleis 


tung angewendet wurde, "um den gemeinfchaftlichen Tactor 


sweier Zahlen zu finden. 

Man diyidire mit o in a, der Quotient fei q, der Pi 
r,pita=og-+r, do -=at- — 

Man dividire ferner mit r in c; der I fi 2 der 
Reft r alſo o Srg rt, oder = * 14 ; folglich 


RN Ya 
— € ar 3 Sest man diefen Ausdruc in dem Werthe 
— 


von * an die Stelle von =, fo fommt: 


r 
C 


2 


a Ken! r’ 


x ——— 
⸗ v r 
Wendet man died Verfahren weiter auf den Bruch) E77 


“4 
an, fo erhält man für diefen einen Ausdruf: g”’+ + ſo⸗ 


r’ rt 3 ; 
dann 7* — und ſo fort, bis man auf einen 


ds 

Neft Fommt, welcher in dem vorhergehenden aufgeht, und mit 

dem daher das Verfahren beendigt ift. Da a und c relative Prim- 

zahlen find, fo muß diefer legte Neft nothwendig gleich 1 fein, 

Nehmen wir z.B. den Bruch 27, fo it S=34-Z, 
— 3 1 58 1 

772-3’ 7 17 


fd 


2.4, 
5. Erflärung. Einen Kettenbruch einrichten Heißt 
denfelben in einen gewöhnlichen Bruch verwandeln, 
Lehrſatz. Bildet man aus den Partial- Brücdhen 
! 1 1 1 
den Kettenbruch 
1 
on. —— 


nn 0 BEE 


und richtet man denfelben ein, fo erhalt man die Form: 
NL 1x4 
DB 20 BR 
in welcher 4, 4, B', B pofitive ganze Zahlen find, zwifchen 
welchen eine der beiden folgenden Gleichungen Statt findet: 
AMB—-AB =+1 over LB—- AB =—1. 
Beweis. Um den Kettenbruch y einzurichten, fange 
man von den letzten Gliedern Wale an. Man findet zuerſt; 
14 
1. n-- — 4 
Daraus ergiebt ſich 
— lm (mn +i1)o--m . 
H; —— nct1 nett 
In dem erften diefer beiden Brüche if: !=n, A=1, 
B'=1, B=0, ap (B— AB = —1. 
Sn dem zweiten it 2=mn-1, — B=n, 
—=41, alfo 
AMB—AB = 41. 
Hat man überhaupt bei der Einrichtung des ERDE 
einen Bruch 
3 e'c+a 
 Batß 
gefunden, in welchem a’, @, 9, PB pofitive ganze Zahlen und 
eßB— ef —=+1, dh. entweder —1 oder =—1, fo 
ergiebt fich bei Fortfegung ded Verfahrens 
Pxc+P_ — )areltPß. 
it PRERET — u 
Aa+Pß 
Seht man demnad a - = 4, al-B=A, «!=B', 
e=B, ſo folgt: LB— AB = — (e P—ef) = F1, 
d.h. entweder = —1 oder glei +1. 
Bon, dem zulegt gefundenen Bruche 4, gelten alfo die 
Behauptungen des Lehrfaßed deswegen, weil fie von dem vos 
rigen 3. galten. — Da nun der Lehrfag für die erften Brüche 


4, und 2., auf welche man Bei der Einrichtung des Stetten- 
bruchs Fommt, richtig ift, fo findet er auch für alle folgenden 
Statt, wie viele Partialbrüche auch: der Kettenbruch lan 
ten möge. 


6. Zufaß, Sn dem Bl d. wurde voraußgefeßt, daß 


die Nenner der Yartiale Brüche == A — ae — ſo wie 
d mn 


a, ganze pofitive Zahlen * Soden ift es nicht nothe 


wendig, diefelbe Vorausfesung in Bezug auf ec zu machen, 
deſſen Werth vielmehr unbeſtimmt bleibt, und eben ſowohl 
einen Bruche als einer ganzen Zahl gleich ſein kann. Wir 
wollen dieſe Unbeſtimmtheit der Größe ac benutzen, um über 
die Entftehung der Zahlen L, 4, B/, B Auffchluß zu⸗ 
erhalten. 

ee wir 5 an, daß x—=0 ſei, fo if der Ketten 


ER — offenbar gleich Null. 


* 


In dieſem Falle geht der gegebene aachen y 


über in den folgenden: a br. 4 in welchem die 

letzten Glieder 1 weggefallen ER Und da zugleich 
Er 

y= -4.5 für e=0 übergeht in * fo in 


Werth diefes Kettenbruchs, in der Form eines —— 
Bruches. 


Nehmen wie 2) an, daß m eine unendlich große Zahl 
fei, fo verſchwinden in dem Ausdrude für die endlichen Zah 


(en 4, B, gegen die Zahlen 4’x, B’x, und der Werth des 


— 
Bruches geht uͤber in B° 


un IN 
WER 


—— 


x 


v n 


x unendlich Ya iſt; daher in € Br "der Werth des Ketten⸗ 
bruchs 


=: 
— ‚wenn 


Bon der andern Seite ift 


n 


b-E.. 
1 
u. -æ — 
mt. 
Sit 3) = eine ganze Zahl PD fo iſt — der 


Werth des K Kettenbruchs at — 


Aus der Gleichung BABXIgeht hervor, 
A’ und A, A’ und B/, B und 4, B und B’ relative 
Primzahlen find. Geßen wir nun 

A AptA, B"=Bp+B 
fo folgt: _ 
ANB— AB" — (AB BA) = Frl 
Alſo find auch 4 und B ei Oo 
— 
Hieraus folgt, daß die Bruͤche @ B” PB = den Werth 


der entfprechenden Settenbrüche in den Fleinften Zahlen er= 
geben. Wir nennen diefe Brüche aus einem fpäter zu erklaͤ⸗ 
senden Grunde Näherungswerthe von y, und we folgende 


Regel, um aus zwei Näherungse Merthen B: a mit Hülfe 


des. folgenden Pattial⸗Nennets p den folgenden = zu finden: 
i Au Ap+4, B'= BpB. 
Beifpiel. Nehmen wir den Kettenbruch: 


917 =s4- 1 


- Der erfte Näherungd=- Werth defjelben ift “4 der zweite 
345 = 5; hieraus folgt der dritte mit dem Zähler: 
22x23 = 47, * dem — * ass, Gt ke alfo 


5= er 
7+— * 
Der vierte Naͤherungs-Werth iſt, nach demſelben Geſetz 
gebildet, 
47x5-422 _ a PR BL 
15x54 77 m 7 4 
24%. 


Der fünfte Näherungs- Werth ergiebt ſich: 
257x11447 __ 2874 
"82x1+15 ARE 


Die Näherungsd = Werthe ded Btuchs? = 7. x find alfo der 
—* nach: | 
3 22 47 257 2874 , 


‚4,7 '415082 °.912) 
Man beachte nun folgende Öleichungen, welche nad) dem 
Snhalte des $. Statt finden müffen: 
3x.7— 2x1= —1, 
15x 2— WYx7=H1, 
82x 47— 37x15 = —1, 
‚917x257 —2874x82 = +1. 
7. Dad in $. 6. gebrauchte Verfahren hatte den Vor- 
ug, faft gar Feiner Rechnung zu bedürfen. Will man aber 


die Annahme: c=0 und 4=0 oder ge unendlich — 


— — — 


welche in dieſem $. gemacht wurden, vermeiden, fo kann man 
zu denfelben Ergebniffen auch auf dem folgenden Wege, mit 
etwas mehr Aufwand von Rechnungen, gelangen, 
Der Werth des Kettenbruchs y wurde durch die — 
1<c+4 
IT BatB 
ausgedruͤckt, in welcher AB—4AB= +1, © eine beliebige | 
ganze oder gebrochene Zahl war. 
Sekt man zuerft © gleich einer ganzen Zahle p, fo ers 


hält man: AM 
/ 
A mn Al WB N —— — 
BER Dip 
| ee — 7% 
Sekt man ferner = Pp+Z= PertZ, fo erhält man: 
App +DrAp _ DRS de _ Apr 
— B’pp+i)+Bp ° (Bp+B)ptB — BptB" 
Setzt man nun A’=A'p +4, BY=B'p'B', 
fo erhält man: 
AduBt— A! BU — A'B'— —ABN)=+ 71, 
folglich find die Zahlen 2’ und 3” wiederum relative 


Primzahlen. 
Sekt BR drittens 


=» — — p EPpR Pr 
——— PA nt p’p’ +1 3 
| ® | ie "3 Ks 
fo erhält man —— 
_ pp” p'n-+p' App) _ 
= Boopp rt) ter td 
(Ap+Np“p +4 pr" +47 +4 
(B’p-+B)p'p" HE pP" +Bp+B 
al y= (App +4 +4)p"+Apt4 _ ‚gu ap 
(B”p (B”p"+BY pi+Bp+B B«“ B“p"B"" 
Nimmt man nun 44 pILAN=AN, BUplLBI—=B“, 
fo ergiebt fih ABU" A" B= (ABI -ABN)=H. 


a 


SR alſo der Wert des Kettenbruchs «+ 7 


durch den Bruch — in den kleinſten Zaͤhler ausgedruͤckt, und 
bezeichnet man. den Werth des, durd) Anhaͤngung des Partial⸗ 
Bruchs * entſtehenden N, 2 ebenfalls in den klein⸗ 


ften BER ausgedrüdt, durch en fo erhält man für den 


Zähler AT und den Nenner BY des folgenden Naͤherungs⸗ 
Werths 

Av Alp" LA B BEB, 
welche Gleichungen diefen Werth —— in kleinſten Zah⸗ 
len geben. 

Das hier erhaltene Geſetz, nach welchem aus zwei auf 
einander folgenden Naͤherungs-Werthen eines Kettenbruchs der 
dritte naͤchſt folgende mit Huͤlfe des hinzugekommenen Pars 


tial⸗Bruchs — gefunden wird, ſtimmt mit dem Inhalt 
des vorigen $. vollfommen überein. 


Ss. Wir wollen nun zeigen, welche Anwendung der Sets 
tenbrüche fi) auf die Auflöfung der Congrunz; ar +1 
oder ae ——1, mod. B (in welder = und 5 relative Prims 
zahlen vorftellen), machen läßt, 


Zwei aufeinander folgende Näherungs-MWerthe I- En a 
eines Settenbruches haben, nah S.6,, 7,, die Eigenfchaft, 
welche durch die Gleichung 
ab’—ab= +1 
ausgedrückt wird. . 

Um alfo die —— ax +1, mod. 5, aufzulöfen, 


entwickele man den Bud — in einen Settenbruch, laſſe hiers 


—— 


— 30 — 


auf den letzten Partial-⸗Bruch im Kettenbruche weg, richte 


F uͤbrigbleibenden Kettenbruch ein; der Werth deſſelben ſei 
55 fo ift a’ —ab= +1, alfo ab°= +1 mod. B; alfo 


it 2=b° die Auflöfung einer der Congruenzen aw —1 
oder ax —1, mod.b. Ä 
Aus der Art, wie die Zahl > durch Hülfe der Zahl 2° 
gebildet wird, geht zugleich hervor, daß 2° Fleiner ift als 2. 
Alfo ift 5° die Fleinfte pofitive Zahl, welche der gegebenen 
Congruenz Gränze leiftet ($. 2.). 
Soll nun 5. B. die Congruenz ae--1, mod. b, auf 


gelöft werden, und findet fi) ab° = —1, mod. b, fo feße 
man — 2° ftatt 2°, und es ift ax —D° —11, Ms b. 
Will man aber eine pofitive Zahl haben, ſo iſt a6 —20) —, 


mod.b, alſo z=b—2%°. 
Beifpiel, Es ſei die —— Yx=-+1, mod.19, 


vorgelest. Man findet 77 7 — — 


Die Naͤherungswerthe ſind: 
2363 
und man bat 104x 19 - 7x27 =1; oder 277x7— 19x10 
——1, alfo — mod. 19, 

Es ift alſo = su feßen, oder, wenn die Auflöfung 
pofitiv fein fol, ae = 197 — 12. 

In der That ift 27x12 —= 19.1741, oder 

27x12 = +1, mod. 19. 
Zweites Beifpiel,. 15241, mod. 123. 


125 1 1 17 18 125 
15571 „ Näherungswerthe: 2.75. 19 °132° 


125x19—18x132 = —1; alfo 125x19 = — mod. 132; 
folglich 125x113 = +1, ınod. 132. 4 


9, Es bleibt nun noch übrig, zu zeigen, wie. die Con⸗ 
oruflh ax=c, mod. d aufzulöfen ift, vorauögefeßt, daß c 
nicht =0, mod.b. 

Hat min ab’ 1, mod.b, nad) der Anweiſung des vo⸗ 
rigen .S. gefunden, fo ſetze man zunbtebt und es er⸗ 


iebt ſich 
BEN alnb+-eb) Zach’ =, mod. 2. 


- Da man der Zahl z jeden beliebigen, pofitiven oder ne= 
gativen Werth geben Fann, fo giebt e8 auch immer ein z, 
welches die Zahl 1ab460b Feiner ald 35 macht ($.2.). Die 

fer Fleinfte Werth von x fei @, fo ift allgemein e=bn-+e. 


Beifpiel. Es fol 23219 fein, mod. 36, 
Man erhält 25x13 1, mod. 36; folglich, 
x = 36n+13x19 = 36n 4- 247. 
Nun ift 247=6x364 315 feßt man alſo n—=—6, 
fo folgt 25x31==19, mod. 36. 
Allgemein ift für a jede Zahl von der Form Beat 
zu ſetzen, und keine andere. 


Beiſpiel. Acc +22, mod. 31. 51x 14 4, 
mod. 31. 
Hieraus folgt der Fleinfte Werth von x: DOx14_9x31 
= 29, 51x29=22, mod.31; und allgemein = 31.n+29. 
Anmerf, Die Aufloͤſung der Congruenz a c,mod.b 
iſt zugleich die Auflöfung der Gleichung a40 in 
ganzen Zahlen, da die Congruenz ſelbſt im Grunde nichts wei⸗ 
er, ald ein abgefürzter Ausdruck diefer Gleichung ift. 
Vermittelft der Auflöfung foldhen Gleichungen fann man . 
„Jeden Bruch, deſſen Nenner eine zufammengefeßte Zahl if, 
in eine Summe (oder Differenz) von mehreren Brüchen zer 
legen, deren Nenner Primzahlen oder Potenzen von Prim⸗ 
zahlen ſind. 


—— BE 


12 nr Ei 
6 fol z. B. der Bruch = 1755 |" zwei Brüche 
von den Nennen 17 und 25 serlegt werden, fo erhält n man 
die, Gleichung: 
12 
7+% = 75 oder a — 
Die kleinſten Zahlen, welche dieſer Steigung, genügen, find 
7 12) 
N 4% y=11; man erhält alfo a 


Befteht der Nenner aus mehreren ungleichen Primfacto- 
ron, fo zerlegt man ihn erft in 2 Factoren « und D, welche 
relative Primzahlen find, und ſucht die Fleinften Sahlen, welche 


der Gleichung —+-=- Genüge thun; hierauf feßt man | 
das DBerfahren mit den gefundenen Brüchen =, = fo lange 


fort, als die Nenner noch ungleiche Primfactoren enthalten. 


weiter Abſchnitt. 
Die Hefte der Potenzen. 


1, Lehrfas. Ift c eine Primzahl, und a eine Beliebige 
aber durch c nicht theilbare Zahl, fo ift der Neft, welchen a, 
auf. die Potenz vom Erponenten c—1 erhoben, nad) dem Mo⸗ 
dul c laßt, der Einheit gleich; oder 

4I, mod. c. 

Beweis. In $.1. des erſten Abſchnitts wurde gezeigt, 
daß die Reſte der Zahlen aada4a....(c-1)a mit den Reſten 
93; 
wenn auch in veränderter — zuſammenfallen muͤſſen. 
Das Product beider Reihen muß daher nach dem Modul c 

einerlei Neft lafien, fo daß man hat: 

axlaxdaxta. ...x(c—1)aZ 1x2x3x4..1.x(c—1), mod, c, 
voder 

arıx1x2x3x4 1. x(c—1)= 1x2x3x4....x(c—1), mod. ce. 


RUE N Wa 


Iſt nun o eine zufammengefeßte Zahl, fo iſt daS Pros 
duct 1x2x3....x (c—1) P durch o theilbar, dr PZ 0, 
mod.c. ft aber c eine Primzahl, fo kann P nicht durch. e 
theilbar fein, weil alle Primfactoren des Productes.P Fleiner ald 
e find; ($. 6.) und man hat daher folgende Refultate: 
a-"xPZ=P, mod. c, und P nidt =0, mod. ce. 
Hieraus folgt nad) $ 9. der Einleitung a1, mod.o, 
* zu beweiſen war. 
Anmerk. Dieſer Satz iſt von Fermat, einem framjoͤſ— 
ſchen Mathematiker des 17ten Jahrhunderts, gefunden wor⸗ 
den. Er iſt fuͤr die ginmmie Arithmetif von der größten 
Wichtigkeit. - 


Zuſat. Iſt c eine ungtade Primzahl, 10% * 


ce er 


-eine ganze Bahl, und da a-=a*r xa® —4, al c, fo 


muß a ® entweder =-+1 oder =—1 fein, mod, o, 
Beiſpiel. 

c=52=1.°=1. 421, mod. 5. } 
c—1i 


—229,°z-13°’Z-1.4°Z1, mod.d., 


DIL ETERA EISEN: 6°=1; mod.7. 
5—4 


—3, 4, 33 =-1, 2? 116-1, od, den 


2. Lehrſatz. Iſt d eine pofitive Zahl von der Befchaf- 
fenheit, daß es Feinen niedrigern Erponenten ald d giebt, wele 
cher, für die gegebene Zahl a, der Congruenz a1, mod, c, 
Genuͤge leiftete, und ift außerdem auch für den Erponenten 
e:a—1, mod.c, fo ift d ein Divifor von e. 
Beifpiel. Für den Modul 11 giebt es Feine Fleihere 
Zahl ald 5, welche 31, mod. 11, machte. Diefer Werth 
von d, d.i. 5, muß, nach dem Lehrfaße, ein — von 
41—1 fein, weil 331, mod. 11. ine 
Beweis. Nach der Vorausfegung ift neben a® 1, 


mod. c, auch noch a1, mod.c, und d fleiner.al® e. Dis 
Minding Arithmetik, C 


a 


vidirt man mit d in e, fo findet man einen Quotienten q, 
und einen Meft r, welcher Fleiner als d ift. Man bat alfo 
e=gd+ri, und folglich art==1, mod. c. 


| 


Es ift aber ard+r— asdxar, und weila!—1, mod.c, fo 
ift aud) ad=1?=1, mod. e, "folglich au) ar —1,mod.o, 


Wäre nun r nicht gleich Nut, fo gäbe es eine Fleinere 


Zahl als d, welche die vorgelegte Congruenz befriedigte, nems 
lich r. Da aber d unter allen möglichen die Fleinfte fein fol, 


fo fann es feine Fleinere r geben; alfo ft r=0 und e=g.d, 
alfo d ein Divifor von e, w. z. b. w. 

Zuſſatz. Die Zahlen 1, a, a*, a?, at.... bis at-ı 
laſſen nach dem Moduho alle ungleiche Reſte. Denn wäs 
ren die Nefte von a” und a” gleich, dabei aber die Erponen= 
ten r und r‘ beide Fleiner ald d, fo fei r größer ald /, und 
da: man hat: a = a”, mod. c, fo folgt: a — a’ 0, 
mod. c, alfo: a’{a"—1)=0, mod. c. Da nun a” 
niht =0, mod, c, fo müßte a"’=1, mod.c, fein; was 
nicht möglih, da r—r’ fleiner als d 

Diefe ungleichen Refte von 1, a?, a?, .... a’ bilden 
eine Periode, welche fich bei wachfenden Erponenten wies 
derholt, fo daß fuͤr jedes ‚beliebige (poſitive) m: 

en nd, — andæi az andt2, AR ad — and+d-1; 

Die Periode der Nefte für die Potenzen von 3, nach dem 
"Modul 11 if z. B. 1,3, 9, 5,4, fo daß PA, 33, 
2, 95, I, vi, "3, 3 0 
3’=5, 3°=4, 31, etc. mod.11. 

Die Summe aller diefer verfchiedenen Reſte ift congruent 
de Summe 1-a-+a?-+ ba =. u 

Nun ift ad—1==0, mod. c; ferner aber auch a —1=0, 
mod.a—1. Man fann annehmen, daß «a kleiner als d; das 
ber find c und a—1 relative Primzahlen, und folglih ad—1 


ad— 
theilbar durch) das Pa alfo: — —— modc. 
(8.7. Einleitung). 


u N 
Das Product aller diefer Nefte AR: 
dr 


» —Axaxatatx....xa=a *® —+1, mod.c; 
und zwar gilt das Seicheh -—-, wenn d ungrade, dagegen —, 


wenn dgrade iſt; denn in diefem Falle ift =—1, mod. o 
3. Lehrſatz. Iſt 
41x"+Ba’t-+- 0a” -....+Fe+6G =fo 

eine algebraifche Function von x, deren Coefficienten 4, B, 

1G6,.... F, G ganze Zahlen find, fo fann die Congruenz 

fx ==0, mod.c, (in welcher c wie bisher eine Primzahl bes 
deutet) nicht mehr al8 7 verfchiedne Auflöfungen haben, 
db. es giebt höchftens 2 pofitive ganze Zahlen, die Fleiner 
als c find, und der vorgelegten Congruenz Gnüge leiften. 
Beweis. Zuvörderft wird vorausgefeßt, daß r Fleiner 
iſt ald c; wäre dies in der urfprünglich gegebenen Form fx 
nicht der Fall, fo fann man ftatt des gegebenen rn den Reft 
feßen, welcher bleibt, wenn man mit c—1 in z dividirt; da 
für jedes beliebige ae: a Pr ZEx”, mod. c, und der vor⸗ 
ſtehende Lehrfaß gilt dann von diefem Refte, 
Nun fei x eine Auflöfung der Congruenz, alfo fR==0. 

Alsdann ift aud) für jede Auflöfung a: fer —fkZZ0, mod.c. 
Ferner it a’—K"Z0, mod. —k, für jedes beliebige n. 

Setzt man nemlid) a = =y, =y-+-x, fo ift zuvörderft: 

Y-k==k, mod. y; folglich auch VIVZR, mod.y; 

w. z. b. w. 

Da nun 

fe —fk= A(r— Kr) + Br T— Kr) 455 + Fec—k), 

ſo ift fe —fkZ0, mod. 2x —k. 

Da ferner nad) der Vorausſetzung ao und % Fleiner find 
ald c, fo find a — x und c relative Primzahlen; folglich auch 


Je — Fk theilbar dur) c(a—k), alfo — Z==0, mod. c: 
Sämmtliche Auflöfung der Congruenz fae== 0, mod.c, 
welche vom ten Grade ift, ‚find alfo, mit Ausnahme einer 


einzigen, in der Congruenz Z — ?—0 mod. c, enthalten, 


— Mi 


welche vom nm — 1ten Grade ift. Nun bat eine ik des 
erſten Grades nur hoͤchſtens eine Aufloͤſung; alſo eine des 
zweiten Grades hoͤchſtens 2, des dritten hoͤchſtens 3, etc. 


Lehrſatz. Sftn ein Brimfactor von c—1, fo läßt 
fit) immer eine Zahl a finden, welche pofitiv. und Kleiner als c, 
dabei verfchieden von 1, und der Congruenz <"Z1, mod. c. 
Genüge leiftet. 


Beweis. Unter den Zahlen 1234....0—1 Be? 


es notwendig eine, z. B. g, welche der Congrun; 5” —1, 
mod. c, nicht Genüge leiftet ($. 8.). 


Es feinun g WUSzh, mod.c, fo ft —m=1, 
mod.c; alfo AR eine Auflöfung der vorgelegten Congruenz. 

Zuſatz. Ale Nefte der Zahlen 1, R, R2, 13... nr, 
mod. c, find verfihieden. Denn wenn won, ot d.c, 
und r, r' fleiner als r, fo folgt 

RR (A —1)Z0, mod.c; alfo Ar’Z=1, mod. c. 

Seßen wir nun r—r = 2 fo iſt 7“ kleiner als die 

Primzahl rn, und ſowohl: 
n"Z=1, mod.c, ald aud) mA, mod. c. 

Da nun r’ und zn relative Primzahlen find, fo Fann 
man immer zwei pofitive Zahlen 4 und v uledl, } TR die 
Gleichung r’u— nv =1 befriedigen. 

Aus a1, A"Z1, mod.c, folgt demnady RZ, 
Ar ZA, mod.c; alſo PZi und APrtHTZA, mod. c, 
folglich A==1, mod. c. 

Nach der Borausfekung " aber 7 nit =—1, as c. 

Alſo ſind die R efte 1, 7, R?r, .... ſaͤmmtlich ver 
ſchieden. bu li | | h 


5. Lehrſatz. Iſt @ eine Primzahl und a® ein Divis 
ſor von c—1, fo giebt es immer eine Zahl 7, welde zum 
Erponenten a® fo gehört, daß feine niedrigere Potenz von 7, 
ald eben die vom Erponenten a“, der, Einheit congruent iſt. 
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Man bat alſo a — 1, mod.c, dagegen nicht a ZA, 
mod. c, fobald b Fleiner ald a®. 


Bemweid. Man fuche unter den Zahlen von 1 bis 


e—1 eine, z, von der Befchaffenheit, daß ge nicht cons 
geuent der Einheit fei, nad) dem Modulus c. Eine foldye 


et 
muß ed, nad) $.3., immer geben. Nun fer g°® =, mod. c, 
fo ift A nicht congruent‘ 1, mod. c, und eben fo wenig find 
es die Potenzen von A zu den Erponenten a, a?, .... ac, 
Dagegen ift Ar gr ==1, mod. c. Daher gehört % ent: 
weder zum Erponenten a®, oder zu einem Divifoe deffelben, 
nach $.2. Der lestere Fall findet aber, wie eben bewiefen, 
nicht Statt; alfo gehört A gum Erponenten a®, w. z. b. w, 


Erflärung. Man fagt überhaupt, eine Zahl h ge 
hört zum Erponenten d, wenn unter allen Zahlen a die 
Fleinfte iſt, welche ad = 1, mod. c, giebt. Daß d ein Die 
vifoe von e—1 fein muß, folgt aus $. 1. und 2. 


6. Lehrſatz. Es giebt immer eine Zahl B, welde 
zu einem gegebenen Divifor 5 von c—1 gehört. 


Bemeid. ID eine Primzahl oder eine Potenz einer 
Primzahl, fo ift der Satz in $. 4. und 5. bewieſen. Es fei 
alfo b= ar. — CH ., a, a’, a’, 2... ungleide 
Primzahlen. Es gehöre A zum Erponenten a®, 4’ zum Er- 
ponenten 6 uff. (8 5.), fo gehört das Product B= 
AA. A... zum Erponenten b. 


Zuvoͤrderſt ift Klar, dag BZ 4. AP. aut... —1, 
mod. c. 


Es fei ferner d der Fleinfte Erponent zu B, fo daf 
Bt=1, mod, c, fo muß d ein Divifor von D fein, 
nach 6. 2. 

Da nun b ein Vielfaches von d, fo kann man d mit 
einer ſolchen Zahl r multipliciren, daß in dem Producte nd 
alle Primzahlen a’, a’, .... mit denfelben Erponenten vors 
fommen, welche fie in der Zahl d haben, und nur eine dies 
fer Primzahlen a einen Erponenten 4 behält, welcher Fleiner 
ift al& der Erponent & derfelben Primzahl @ in 2. 


‘ at 


Hiernad) ft nd =af. *— N. b=as.a at sun, 
bmnd.at, 
Alsdann iſt A" 1, Al, mod, eo) uff, 
Buch 
vagehen A 
Da nun Z zum Erponenten a gehört, fo ift A nicht 
4, wofern nicht e ein Vielfaches von a® ift ($. 2.) 


Nun ift aber Ixap fein Vielfaches von a®, da 4 Fleis 
ner ift als a, folglich kann auch And nicht =1 fein, 


mod. c. 

Daher ift auch BY — 4x 4"! ad, sniht 1, 
mod. c, fobald d ein Divifor von d ift, und folglich ift noch 
weniger B?==1, mod. co. Alſo ift d der Fleinfte Erponent, 
welcher giebt BPZ1, mod. c, oder es gehört B zum Expo⸗ 
nenten b, mod. c. 

- Sufaß. Iſt > ein Divifor von c—1, fo hat die Con⸗ 
gruen; «® == 1, mod. c, 5b von einander verfchiedene Aufloͤ⸗ 
fungen in pofitiven Zahlen, die Fleiner find als c. 

Beweis. Es gehöre B zum Erponenten 5, fo find 
die Nefte der Sahlen 

1,.B, 3% »D°; . Bi 
fümmtlih von einander heben: wie ſchon in $. q, be⸗ 
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wiefen worden. Iſt nun ein folcher Reſt r, oder Br, 
mod.c, und m Fleiner ald 2, fo it Br’ =1, mod.c, 
alfo r eine Auflöfung der vorgelegten Gongruenz; a1, 
mod. c. 

Zuſatz. Es läßt fih immer eine Zahl B finden, 
welche zum Erponenten c—1 ee Iſt nemlich c—1= 
as. a" ..., wo q, a“, a”,..., wie vorhin, ungleiche 
Primzahlen — und gehoͤrt © —9 Exponenten a®, A 
zu a’, etc., fo iſt die geſuchte Zahl BZ 444"...., 
ınod. c, wie im $. Der Beweis ift dem obigen, welcher zu= 
nächft für den Fall geführt wurde, daß 5 ein Divifor von 
c—1 fei, völlig gleichlautend, | 

Gehört nun die Zahl B, welche pofitio und Fleiner als 
c anzunehmen ift, zum Erponenten c—1, fo beißt B eine 
primitive Wurzel von q. 

7. Lehrſatz. Die Anzahl der Zahlen B, welche zum 
Erponenten 5 gehören, ift eben fo groß, ald die Anzahl der 
telativen Primzahlen gegen D, die Feiner find ald 2. 

Beweid. Da BA, mod. c, fo find auch (B?)P, 
(B’)....=1, mod. co, ete. Iſt nun w eine relative Prims 
zahl gegen D, die Fleiner ift ald 2, fo gehört B” zum Erpo= 
nenten &. Denn gehörte B* zum Erponenten 2’, fo wäre 
B"—=1, mod.c, was nicht möglich ift, wofern nicht wDd* 
ein Vielfaches von 5, und folglih D’ ein Vielfaches von 2, 
oder, da b’ der Fleinfte mögliche Erponent fein fol, p“b ift. 

Haben dagegen u und d einen gemeinfchaftlichen Factor 
w, fo gehört, tie leicht * ſehen, BF nicht zum Exponenten 
b, da fihon Bro — N ge =pB 1 if. 

Zufaß. Die Zahl der primitiven Wurzeln von c ift 
gleich der Anzahl der relativen Primzahlen gegen c—1, die 
Kleiner find als c—1. 

8 Wir wollen die in den Si. 4 — 7. enthaltene Theo⸗ 
rie auf ein Beiſpiel anwenden, und zu dieſem Zwecke die 

Primzahl 19 wählen, Demnach ift c=19, c—1=38=2,3*. 


wu, 


Nimmt man nun (4) n=3, fo ift 8° nidt =1, 
für 22; man erhält nemlich 9 7, alſo r=7, ?z 
Die Nefte der Zahlen 1, 7, 72 find alle verſchieden; fie fi * 
nemlich der Reihe nach 1,7, 11. 

Nimmt man ferner (9. 5.) a—= 32, ſo iſt zunaͤchſt 
2°—7, mod. 19, und 2?=4, alſo gehört 4 sum Erponens 
ten 9, Für die Potenzen von 4: | 

4. 42,4°,4%, 4°, 4°,4”7,48,49 findet man die Nefte: 
410,2 29.17 18, OD, 

Der Divifor von 18, welder in $, 6. mit 5 bezeichnet 
wurde, fei 6. Nun gehört die Zahl 18 zum Erponenten 2, 
und 7 zum Erponenten 35; alfo it BZ18x7=—7=12 
zum Erponenten 6 gehörig. Die Zahlen: 

12 12? 123 12° 123 12° geben die Refte: 
1211 183 7 8 1, 1mod.19, 

Wir wollen noch, um den Inhalt des $. 7, zu erläutern 
fämmtliche Zahlen von 1 bis 18 durchgehen und zu jeder den 
zugehörigen Erponenten ſuchen. Das Refultat enthält die fol= 
gende Tabelle, in welcher zuerft die Zahlen und rechts daneben 
die zugehörigen Erponenten ſtehen. 


ı| 14 713 ‘13 118 
2118 8: 6 14 18 
3]18 919 15 |18 
41 9 10 | 18 16 | 9 
51 9 11| 3 17 | 9 
6) 9 12| 6 15| 2 


Die Diviforen von 18: = 2x3? find: 1,2958; 9. 18, 

Die Anzahl der zu jedem gehörigen Erponenten 1.1.2,2,6,6. 

Drimitives Wurzeln zum Erponenten 19 find folgende 6: 
2,3,.10,.13, 14, 15, 


Euler hat eine Tafel für die primifiven Wurjyeln der 
Primzahlen bis 37 berechnet, an deren Unterſuchung der Leſer 
ſich uͤben kann, wobei von dem Lehrſatze in .7. Gebrauch su 
machen iſt. 5 


. 
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Primzahlen. | - Primitive Wurzeln. 
3 2 
5 —23 
7 =. 0% 
11 2, 042 
‚13 2 aaa: 8 
17 3.5.6. 7.10.11.12,14 
19 2, 3,10.13.14.15 
23 5. 7,10.11.14.15.17.19,20.,21 


29 2,53, 8.10.11.14.15.18,19.21.26.27 
31 3.11.12:13,17.. 21.22.24 
37 2,5.13.15.17.18.19.20.22, 04.32.35. 


9. Sind 5 und d’ zwei ungleiche Diviforen von 1, 
fo gehört offenbar nicht diefelbe Zahl zu beiden Erponentenz 
jede Sahl aber von 1, 2, 3,.... bis 0— 1 gehört nothwen⸗ 
dig zu irgend einem Exponenten; und zwar gehoͤren zu jedem 
Exponenten fo viele Zahlen, als es relative Primzahlen gegen 
den Erponenten giebt, die Fleiner find als diefer. Es ftellen nun 
1,5, b', b", 2... ale verfihiedenen Diviforen von c—1 
vor, und pl, ob, pb’, pb, s... bezeichne die Anzahl der 
zu jedem b gehörigen Zahlen, fo find dies zugleich die Anzah⸗ 
len der relativen Primzahlen gegen 2, B“, 2... und man hat: 

gli+tpb po Lpb"....tpl—1) = c—1. 
In dem Beifpiele des vorhergehenden $. waren die Die 
DE BEST 1.2.3.6.9.18. | 

Man bat pyl=1, y2=1, p= 2, ir Pe 6, 

p18=6, und 
 1+1+2+2+64+6 = 18. 

Diefer Sa, auf welchen man durch die vorftehende 
Theorie geführt wurde, gilt nicht bloß von der Zahl c—1, 
welche der Primzahl c zunaͤchſt vorhergeht, ſondern von jeder 
beliebigen Zahl. Nemlich: 
| Es fei A eine beliebige Zahl, und ihre fammtlichen un= 

„gleichen Diviforen feien L, d, d/, 5”, etc. Sucht man nun 
zu jedem Divifoe D von A, diefe Zahl felbft mit eingefchlofs 
fen, die Anzahl Pb der relativen Primzahlen gegen b, die Fleis 


—— 


ner find, als d; fo. iſt die Summe der erhaltenen Zahlen 
pI. A. 

Wir wollen aber den Beweis dieſes Satzes, von welchem 
im Folgenden nicht mehr Gebrauch gemacht wird, uͤbergehen. 


10. Lehrſatz. Iſt 2 ein Diviſor von c—1, fo erhält 
der Ausdruck x°, wenn man für x nad) der Neihe die Zah: 


Ion 1,2, 3, &....0—1 fest, — verſchiedene, d. h. nach 
dem Modul c nicht congruente Werthe. 


Beweis. Für = e werde da, mod.c. Es ges 
höre ferner & zum Erponenten db, fo ftellen ($ 6. Zuf. 1.) 
die Zahlen 

1, 0, 0%, a9, .,.00 
fämmtliche Auflöfungen der Congruenz „’==1, mod.c, vor. 

Alsdann erhält man fämmtliche Auflöfungen der Cons 
gruen; a, nemlich e, ea, ea?, ea? .... ead-!; der 
Anzahl nach 5, die, wie, leicht zu ſehen, alle untereinander 
verfchieden find. 

Es fei nun e’ eine Zahl, welche unter den vorigen e, ec, 
ea, .... nicht enthalten ift, fo findet man ea’, mod. c, 
und es ift a’ von a verfihieden, d.h. a’ nidt =Za,mod.c. 

Man erhält nun wieder fämmtliche Auflöfungen der Con— 
gruen oa, mod.c, durd) die Zahlen e“, ea, ea: ... 
... e'ad}, welche alle untereinander verfchieden, d. 5. nach 
dem Modul c incongruent find. Berner ift auch Feine Zahl 
e'a” aus der zweiten Reihe einer andern e=” aus der erften 
Reihe congruent. Denn wäre ear Zea”‘, mod.c, fo würde 
folgen, (dar)? —=(ea”'), alfo a =a, mod. c. 

Nennt man nun z die Anzahl aller verfchiedenen Werthe 
a, a, ...., welche die Zahl x? für die verſchiedenen Werthe 
von ac: 1, 2, 3,.... c—1 erlangt, fo gehören zu jedem a 
db Werthe von ar, die unter fih und von allen andern vers 
ſchieden find, 


u. ER iu 
Ale mögliche Werthe von a find aber der Zahl nach 


—1 
c—1; alfo ftnxb=c—1, =, w. z. b. w. 


41. Lehrſatz. Es fi Dr —=c—1, fo ift die Con⸗ 
gruen; @= a, mod. e, vorausgefeht daß a nicht = 0, 
mod. c, möglich oder unmöglich, je nachdem a’ =1, mod. c, 
oder nicht. 


Beweis. Zuerſt ift die Congruenz nicht möglich, wo⸗ 
fern nit a1, mod. c. 

Denn wenn e5 eine Zahl a giebt, welche die ons 
gruen; &’=a, mod.c, auflöft, fo ift für diefe Zahl a 

(ade — ab ee —l—ah. 

Die Bedingung a’ 1, mod. c, ald befriedigt voraus⸗ 
geſetzt, ift noch zu — — daß die Congruenz A Za, 
mod. c, dann wirflic) eine Auflöfung hat. 

Der Ausdruck &® hat (nad) S. 10.) d° verfchiedene Werthe, 
und die Congruenz; y’=1, mod. co, eben fo viele verfchies 
dene Wurzeln ($. 6. Zuf. 1.), unter welchen letzteren fich auch 
a befindet, da a1, mod.c. Jeder der ungleichen Werthe 
von a? ift nun nothwendig einem Werthe von y gleich, da 
immer (x) 1, mod.c; wäre nun nicht jeder Werth von 
y gleich einem Werthe von a°, fo gäbe e8 mehr verfihiedene 
Merthe von y ald von x; was, wie bewiefen, nicht der 
Tal ift. Daher ift der Werth = von y nothwendig einem 
‚ der Werthe von a? gleich; d. 5. die Öleihung = a, mod. c, 
iſt loͤsbar, ſobald a’ 1, mod. c. 

Anmerf. Und zwar, wenn die Zahl « zum Erponen- 
ten b gehört, und? a=e eine Aufldfung der Congruenz 

‘x’=a, ınod. c, ift, fo a es deren b verfchiedene, 
nemlich: e, e@, ea’, ea’,.,..ead, und niht mehr ($. 3.). 


12. Lehrſatzz. In eine relative Primzahl gegen c—1, 
ſo hat die Congruenz x" Za, mod.co, allemal eine, und nicht 
mehr ald eine Wurzel, vorauögefeßt, daß anidht 0, mod. c. 


® 
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Beweis. Daß zuddrderft die Congruenz eine Wurzel 
Hat, ergiebt fi) wie folgt. Es gehöre @ zum Erponenten b, 
der ein Divifor von c—1 ift, fo find r und d relative Prim— 
zahlen, und man fann daher zwei pofitive Sahlen » und 4 
finden, welche der unbeftimmten Gleichung z = bv-+-1 Ge⸗ 
nüge leiften. I | 

Setzt man nun af, ſo iſt u afr —abrtt, und da 
ae —i, alſo "Zi, a"Za, mod. ce. Alfo ift za? 
eine Auflöfung der vorgelegten Congruenz, in welcher £ klei⸗ 
ner als D angenommen werden kann. | 

Es bleibt nun noch übrig zu beweifen, daß außer der 
gefundenen Auflöfung eine zweite nicht möglich iſt. Wird, 
der Abkürzung wegen, a Ze, mod. co, geſetzt, fo iſt af 
ea, mod. co, und die Congruen; «"=a, mod. c, ift da⸗ 
her gleichbedeutend mit der folgenden X" —e*, mod. co. 
Nehmen wir nun an, es gebe außer = e nod) eine‘ 
zweite Auflöfung g, fo daß ger, mod. c; aber nicht 
ge, mod.c. Da nun e nidt 0, mod. c, fo ift die 
Gongruen; 8 ey, mod. c, lööbar, indem e und c relative 
Primzahlen find. Man foll alfo haben: 

ge (ey) Ze] ee", alfo y"—1, mod. c. 

. Nehmen wir alfo an, daß es außer 1 noch einen andern 
Werth von y gebe, nemlich f, fo daß f"==1, mod. c, und 
F fleiner als co. | 

Die Zahl f gehöre zum Erponenten d, alſo FU 
mod. c, fo ift d Divifor von c—1 und folglich Nicht-Divi— 
for von 35. zugleich aber nothwendig d Fleiner als n. Nach 
$.2. muß aber d ein Divifor von z fein fol. je 

Alfo Kann bie Zahl y nicht von 1. verfehieden fein; und 
es ift daher ge, was, nad) der, Vorausſetzung, nicht 
fein ſollte. 

Folglich hat die vorgelegte Congruenz nur eine Auflöfung. 

Anmerf, Sf — mod.c, ud ar a0, mod.c, 


fo folgt 0, mod. 
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13. Lehrf aß. Iſt rn wiederum eine relative Primzahl 
gegen o—1, und 5.’ —=c—1, oder b ein Diviſor von c—1, 
ift ferner die Bedingung ad’ ==1, mod. c, erfüllt, fo Bat die 
Gongruenz she mod.c, db und might afegr als b Auf: 
löfungen,. il | | 
Beweis. Da die en eg, — eine 
und nicht mehr als eine ($. 12.) Aufloͤſung hat, fo folgt, daß 
wenn man dem ac nad) und nach) alle Werthe 1, 2, 3, 4... 
... c—1 giebt, die Nefte von x” alle von einander verſchie— 
den fein, und daher, in einer nicht voraus zu beftimmenden 
Ordnung, mit den. Zahlen 1,,2,.3, »... c—L zufammen= 
- fallen muͤſſen. Unter allen diefen Neften ‚von a” befinden 
fi) aber d, und nicht mehr ald d, welche auf die Die Potenz 
erhoben, den Reſt a laſſen ($. 11. Suf.). Folglich giebt «8 
auch eben fo viel. Werthe von a, welche die —5 Con⸗ 
gruenz @’—ea, mod.c, befriedigen. 

14. Beifpiel, Es ſoll a,aud der u 3 
den werden, daß x°==3, mod. 19. | 

Die Zahl 3 gehört zum Erponenten 18; man fuche da= 
her. die Zahl Fund v aus der Gleichung SP=18v+1; 
man findet ?=11.v=3, 

Folglich ift a3" zunehmen, d. i. x==10, mod. 19. 
Man ‚erhält hieraus : 105 8, mod.19. 

Unm noch „ein Beiſpiel von dem Satze zu geben, daß 
fämmeliche Refte von ar, mod.c (%13.), verfchieden find, 
‚nehmen, wir 2°, mod. 19. Man erhält: ) | 


K2.4, Eh eg ER 
„zii HE: 140 
"VB VE Ey, 
5 *7 re d. . 
ug, 10 ee mod. 19, 
HT 175 ai 
6=5 VE 1855, 


Suchen wir endlich noch die Yuftsfungen d der Congrueng 
x 7, mod.19, Es ift alfo ($. 13, )n=5,0=3, 
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26; und da 731, mod.19, auf) 7°=1, mod. 19, 
alfo die Aufgabe lösbar, Nun find die Auflöfungen von 
y®=7, mod. 19, die folgenden: 4, 4x7, 4x72,2.i.4, 
9, 6; und folglich ergeben fih für = die Werthe 16, 5, 17, 
welche man unmittelbar aus der vorftehenden Tabelle. neh— 
men kann. 


Dritter Abſchnitt. 
Don den quadratifchen Reſten. 


41. Iſt c eine Primzahl und D eine belicbige poſitive 
oder negative Zahl, fo heißt 5 quadratifcher Reft von c, wenn 
ed möglich ift, ein Quadrat (x?) zu finden, welches nad) 
dem Modul c congruent 2 ift. 

- »Giebt es dagegen fein folches Quadrat, fo ift b quadras 
tifcher Nichtreft von c. 
Iſt die Primzahl c ungrade, oder ſchließt man den Fall 


c—=2 aus, fo ift — eine ganze Zahl, Soll nun z’—D, 
mod. c, fein, fo wird erfordert, und ift hinreichend, daß 
52 —1 ſei, mod.c.($.11. Mein. 2.) *), 

c—1 c—ı 


Da ferner Der— (= 2 J —41, fo ift 5° entweder 
=+1 ode = —1, mod. c. Solglie) erhält man den 


Lehrſatz: 
b iſt quadratiſcher Reſt oder Nichtreſt von c, je nachdem 
p° =+1 oder de —=—A, mod. co. 


Sind die beiden Zahlen 5 und d’ zugleich quadratifche 
Hefte oder Nichtrefte von c, fo ift 55° ihr Product — 
ſcher Reſt von 6. 


*) Der Fall 3S0, mod.e, iſt hier, wie im Folgenden, auöge: 
ſchloſſen. 
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ci 
Denn ift * u, und d ICH = fo ift auch 
ci co 
— %, wi, mod.c. Und ift »® =—1, dv’ Tv a 


fo ift ebenfalls (dB) * =--1, mod. c. 

Iſt aber von diefen Zahlen 5 und die eine dliadtälte 
ſcher Neft und die andere Nichtreft, fo ift ihr Product 52° 
quadratifcher Nichtreft von co. 


c—ı ws 
Denn wenn >? =-H1, #7’ =—1, fo it 
Re mod. c. 


Wir werden im Folgenden für den Reſt, welden die 
Sahl 5 ® , mod.e, läßt, und welcher entweder +1 oder — 
ift, , das Seichen (2) brauchen, welches von Legendre in feis 


ner Theorie der Sahlen eingeführt worden ift, Die Zweckmaͤ⸗ 
ßigkeit dieſes Zeichens wird ſpaͤter mehr ins Licht treten; fuͤr 
jetzt begnuͤgen wir uns mit der folgenden Bemerkung: 


Das Product der Reſte (—) und 6 iſt gleich dem 
Reſte — oder: ()= (2 )E ya | 

Diefer Satz folgt unmittelbar ud der Bedeutung des 
geichens (2 ) da nemlich: 


()=: 2, (2)=» * , mod.c, fo iſt: 


DNB... un ybb 
SE 
2. Iſt eine Primzahl c gegeben, fo ift es ſehr leicht, dies 
jenigen Zahlen zu finden, welche quadratifcheNtefte von c find. 
Es find dies nemlich die Reſte der Quadrate: 1, 22, 32, 42, 
5°, .... ( — 4)2, welche Reſte, nad) $. 10. des vorhergehen⸗ 


= 


den —— 


bleibenden - — — ſind quadratiſche Nichtreſte von co. 


Bon den —* J | ift alfo die Hälfte quadra⸗ 
tiſcher Reſt und die andere Haͤlfte Nichtreſt von c. 

Da n—=(e—n)?, mod.c, fo fann man fich bei Auf 
ſuchung der quadratifchen Reſte auf die Quadrate von 1, 4,9 


bis — beſchraͤnken, indem die folgenden Quadrate 


dberſchiedene Werthe haben. Die uͤbrig 


— = eo), BR (1) wiederum diefelben Reſte 


Reſte in umgekehrter Ordnung geben. 

Ferner iſt es auch zuweilen vortheilhaft, alle Reſte klei⸗ 
ner als Ze zu machen, in welchem Falle aber einige derſelben 
ein negatives Zeichen erhalten, Iſt nemlich & größer als Zo 
und Fleiner ald ec, fo iſt b—c negativ und Fleiner als 3% 
und — — mod. o. 


Beiſpiel. Nach dem Modul 17 erhält man die qua« 
Baur Hefte aus den Zahlen: 
1% :9 16 2536 49 64, nemlich 
1 4 9416 8. 2 15. 15, oder 
41144-814842 24; ni +1,42, 4% 78 
Die uͤbrig bleibenden Zahlen: 3 5 6 7 10 11 12 14, 
find quadratiſche Nichtrefte von 17. Sie ein ſich ‚ul 
— +3, +45, +6, +/. 
Nach dem Modul 19 erhält man die Hefte: 
4,4, 5, 6, 7, 9, 14, 16, 17, nach der Größe gern 
oder wenn man fämmtliche Nefte Fleiner ald 2 haben will, 
+1,+4,45,4+6 4749 8, 4, —2. 
Dagegen find. Nichtrefte die. Zahlen: :; Y 
2, 3, 8,. 10, 42, 13, 14, 15, 18, oder 
2,3, 8, IT 6 Ir —1, 


u. } 


zu 


3, Lehrfaß. Iſt ⸗ eine Primzahl von der Form 
4n+-1 *), und b quadratifcher Reft von c, fo iſt auch — 
quadratifcher Reft von c. 

Denn es ift —1 quadratifcher Reft von c, da 


=? =” =+1, 
folglich aud) das Product —1xd oder—D quadratifcher Reſt von e. 

Ein Beifpiel liefern die Reſte von 17, im vorigen $. 

Iſt dagegen co eine Primzahl An +3, und 5 quadratis 
ſcher Reft von c, fo ift 1? RRDDE a 5— 

ee * ar: 
Denn man bat (=) = (—) et 3 J weil ) 
—=1, Nun iſt (—) = (A”"P=—1, alfo (=) =—l, 
Bol, $.1. Ein Beifpiel liefert die Primzahl 19 im vorigen $. 

Eben fo leicht find folgende Säge einzufehen: 

Iſt c eine Primzahl An 1, und d quadratifcher Nichte 
reft von c, fo ift auch — 5 quadratifcher Nichtreft von ce. 

Und ift c eine Primzahl An--3, db quadratifcher Nichte 
veft von c, fo it — 5 quadratifcher Neft von c. 

Da —1 quadratifcher Reſt ift für die Brimzahlen 4n 1, 
dagegen Nichtreft für die Primzahlen 4n +3, fo erhält man 
folgende Säge: 

jede Primzahl An —1 ift ein Divifor von 2? +1, 

feine Primzahl 2 +3 ift ein Divifor von +1; 
d.h. ed giebt immer Werthe von ac, oder es giebt Feinen 
Werth von w, welcher die Summe x +1 durd) die geges 
| bene Primzahl theilbar macht, je nachdem diefelbe Arnr--1 
und In—3 ift. 

Solche Lehrfäge, wie die eben angeführten, für gegebene 
Zahlen, welche quadratifche Refte oder Nichtrefte fein follen, zu 


*) Wenn hier und fpäter von det Korm einer Primzahl die Rebe ift, 
fo. bedeutet, wie der Lefer Leicht ſich felbft fagen wird, das in dem 
Ausdrude diefer Form vorkommende unbeftimmte Zeichen, wie hier 
3.3. n, immer nur eine pofitive, nie eine negative ganze Zahl. 

Minding Arithmetik. D 


* 


EN 


finden, wird der Gegenftand der folgende $. fein, in welchen 
man gu der Auflöfung der folgenden Aufgabe gelangt: 

Die Formen derjenigen Primzahlen anzugeben, von wel 
chen eine gegebene Zahl quadratifcher Reſt ift. 

4. Lehrſatz. Iſt p eine ungrade Primzahl, und q eine 
nicht durch p theilbare Zahl, fo find die Nefte der Zahlen q, 
a —. 4„. mod.p, alfe von einander vers 
ſchieden (Erfter Abſchn. $.1.). Don diefen Reften, pofitiv 
genommen, welche alle Fleiner ald p find, ift ein Theil Fleiner 
ald Ip, ein anderer Theil größer ald Ip. Die Anzahl ders 
Kane Hefte, welche größer find als Zp, fei gleich w,, fo ift 


q° =(—1)*, mod. p5 oder nad) unferer abgefürzten Be⸗ 
i INA, 
zeichnung (2) (—1) 


Beweid. Bezeichnen wir mit den Buchftaben &,, a;,. 
Ey erer. die Nefte, welche Fleiner find ald Zp, die 
größeren aber mit Ar, Az, Az, ---r.. Pu. Alsdann 
find die Zahlen p— Pr, P—P2, P— Pag... alle kleiner 
als Zp, und Feine derfelben gleich irgend einem der Nefte 
R;&,.... Denn wire p— Ze, mod.p, a+-P=0, 
mod.p, und e—mg, P=Eng, mod.p, m und n Fleiner als 
zp, fo würde folgen + f=(m+n)g=0, mod.p, und 
da gnidt=0, m--nZ=0, mod.p, was nicht möglid) ift, 
da m-H-n nothwendig Fleiner ald p. ] 

Da alfo die Zahlene,, &,, La... PP, PP: :. 


...p—P,, der Anzahl nad) — alle poſitiv, kleiner als 


Ip, und von einander verfchieden find, fo muͤſſen fie in einer‘ 
nicht vorher zu beftimmenden Ordnung mit den Zahlen 1, 2,. 


I, 0000 Por. zufammenfallen und man erhält daher: 


20899, #0, >... 


2 
0, X0, X Xu. Pp— Pi xP— PX... xp—P, 


— Axt t. a 


— 51 — 


oder, wenn man linfö die Vielfachen von p wegläßt: 


Aurel. 2. — ınod.p. 
Ferner ift 3% 
9.29. 39... .Bge1.28... P—ixgs; 

alfo weil 


—1 — | 
9.29.39.- „EI .1=e, yzereı Prßa: mod. p̃; 
1.2.3.. gs ⸗ 2, mod.p. 
Nun iſt aber das Product —— offenbar 
nicht =0, mod.p; folglich erhält man 
fire 
® x (1) =-+1, mod.p. 
ei, man diefe Congruenz; auf beiden Seiten mit 
| pi 
(—1)*, fo folgt g ? x(-YrZ=(—1)“, modp; und weil 
(— 1) —=-+1, 
23 
qg?® =(—1)*, mod.p; w. z. b. w. 
Zuſatz. Die Zahl q ift folglich) quadratifcher Neft oder 
Nichtreft von p, je nachdem zw grade oder ungrade ift, 


5. Lehrſatz. +2 ift quadratifher Neft von allen 
Primzahlen der Formen 81, Sn +7; Nichtteſt aber von 
den Primzahlen Sn-+-3, Sn45. 

Beweis, Man feße in der obigen Formel ($. 4.) y=2, 
fo ift zu unterfuchen, in welchem Falle # grade oder ungrade 
ift; oder wie viele von den Reſten 

2 2x2 3x2 4x2 5x2 4... 
größer als Zp find, 

&3 fi 1) p=8n-4, BP —4n, fo find die Reſte, 


ſaͤmmtlich Fleiner als p, —— 
2 2x2 2x3 2....2Xx2n |2x2n +1 2x2n+2....2x4n. 
D 2 


N — 


2) p=8n+ 35; Reſte: R | 
2 2x2... 2X2n | 2x2n-+1 2x2n+2....2x4n 41.0 
3) p=8n-5; Refter ; 
DREI IIBRDnN 2x2n-+1|2x2r+2....2x4n-+ 2. 
4) Sk Nefte: | 
RER LESIN ..2x4n--3. | 
In ben vorftehenden Sahlenreihen find fämmtliche Reſte 
unter Ip, von denen über Zp durch einen Strich geſchieden, 
und man braucht nur zu zaͤhlen, um zu finden daß fuͤr 


p=8Sn-+1, er En, | 
p=8n-43, u=2n-+1, | 
p=8n-+5, uw=2n+l, | 
p=8n+47, u = 2nt2. 


Folglich ift ze grade für die Primzahlen Sz+-1, Sn +7, da⸗ 
gegen ungrade für die Primzahlen Snt3, 8S2 6. Bon’ 
den erften ift.alfo +2 quadratifiher Reſt; von den mweiten⸗ 
Nichtreſt. 
Zuſatz. Da — 1 quadratiſcher Reſt für die Primzah⸗ 

In S2 1, 8n-45, dagegen Nichtreſt für Sn-H3, 8n-+7 
(1.3), fo it —2 = —1x-+2 quadratifcher Neft für. die” 
Primzahlen Sz—-1, Sn-3; Nichtreft für die übrigen 5 
Sn-+7. Hieraus fließen folgende Säße: 

1) Iede Primzahl Sn--1 ift Divifor von x=°—2 und, 

von 2-2, 

2) Sede Primzahl Sn—3 ift Divifor von &* +2. 

3) Iede Primzahl Sn 7 ift Divifor von = —2. 

4) Keine Primzahl Sn--3 ift Divifor von 2? —2. 

5) Keine Primzahl Sn--7 ift Divifor von «+2. 

6) Keine Primzahl 832465 iſt Divifor von &® —2 oder 

von a? +2. 
Beifpiele' der erften 5 Saͤtze find: 

1) 6° —2=34=2.17. ?+2=3. 17. 

a1+2=3.6°?+2=38—= 2.19. 

ET FB 262.38. 


7 eh — IE 


6. Mir gelangen jest zu einem allgemeinen Saße, in 
welchen die ganze Theorie der quadratischen Reſte enthalten 
ift, und welcher mit Necht der merfwürdigfte Lehrſatz der hoͤ— 
hern Arithmetif genannt werden kann. Nachdem man durch 
Erfahrung auf diefen Saß gefommen, und denfelben nad) vie— 
Ien Bemühungen für gewiffe befondere Fälle verwiefen hatte, 
gelang es endlich dem berühmten Gauß, in feinen Disquisi- 
Uonibus arithmeticis zwei fehr verfchiedene Beweife davon zu 
geben, welchen er fpäter noch vier andere folgen lieh, die we— 
gen der Mannigfaltigfeit der darin befolgten Methoden alfe 
von großem Intereſſe find. Wir werden denjenigen diefer 
Beweife mitteilen, welcher für den Lefer, von dem bier vorz 


außzufesenden Standpuncte aus, am leichteſten verſtaͤndlich 
ſein duͤrfte. 


Lehrſatz. Es fein p und q zwei ungrade Saplen, 
welche Feine gemeinfihaftlichen Factor haben; es fei w die Ans 
zahl derjenigen Fleinften pofitiven Reſte der Sahlen q, 2q, 3g...» 

—1 
9; welche größer find ald Zp, nad) dem Modul p; 
und 9 die Anzahl derjenigen Nefte der Zahlen p,2p, Ip ... 


—i 
en. nach dem Modul 4, welche größer find ald I; 


P ME —1 
fo find die Zahlen w, » und Ex 5 entweder alle drei 


grade, oder eine grade, die beiden andern ungrade. 
Beweis. Es werde ' 
unter dem Seichen Z der Inbegriff der Zahlen 1, 2,3, ... Pl 


DI 
. > 9 flia) ⸗ ⸗ Da — en E 


BR | 

5 s 5: S E - — 9 —— 

= F z ” - J —— 3, —2 2 
1 

— > PR —— ⸗ —5* N g—!; 

a — gl 

a, DE NN II, PITY: 


—— 


untet dem Zeichen g* der Inbegriff der Zahlen P zur. .pg—t | 
verftanden, 

Unter den mit @ bezeichneten Zahlen ift offenbar. feine 
zugleich dur) p und g theilbar;z weil alle Fleiner find, als 
dad Product pg. Diefe Zahlen p nun laſſen ſich in folgende 
8 Claſſen eintheilen: 

1) Zahlen, welche nach Modul p einer Zahl aus der 
Reihe , nach dem Modul q eine Zahl aus F congruent find, 

Ihre Anzahl fei @. 

2) Bahlen, welde nad dem Modul p einer Zahl aug 
F. nad) dem Modul q einer Zahl aus congruent find. 
Ihre Anzahl ſei 4. 

3) Zahlen, nach p congruent *, nn q congruent F. 
Ihre Anzahl fei 7. 

4) Bahlen, nad) p eongruent /7, nad) q congruent Pi 
Ihre Anzahl fei 0. 

5) Sahlen nad) p congruent Null, nad) q congruent F. 
Ihre Anzahl wird gefunden, wie folgt: 


—1 
Unter den Zahlen p find die folgenden 4 —5 
pP. 29, Ip\..% — 
durch p theilbar; die folgende — = Bu ift io! 


nicht mehr unter den Zahlen p begriffen. ie, diefen find 
aber nach der Vorausſetzung v, welche nach dem Modul q 
Reſte laffen, die größer find ald zg, d. h. die Nefte 7; es blei= 


ben alfo. er Sahlen der dten Glaffe. 


6) — nach p congruent Null, nach gcongrucn F% 
Ihre Anzahl ift v, 
7) Zahlen nad) p congruent f, nad) q Pa 0, 


Ihre Anzahl wird, wie in 5, gefunden, Sie ift I 5 


— Fi ee 


8) Zahlen, nad) p congruent P, nad) q congruent O, 
Ihre Anzahl ift 4. 

Die Zahlen P’ laſſen ſich derfelben Eintheilung unters 
werfen, da fie nac) dem Modulus pg den Zahlen —1, —2, 


N — d.h. — 5 congruent find. Sit nem⸗ 


uͤch z. B. eine Zahl ꝙ congruent einer Zahl f, mod. p, 
fo ift diefelbe Zahl —p oder die entfprechende ꝙ“ congruent 
— d. h. congruent /, mod.p. Daher erhält man aus der 
Claſſe @°: 

9) H ZSahlen, welche mit den Zahlen der Aſten Claſſe 
gleiche Eigenſchaften haben. 


10) 7 3 welche der Claſſe 2 entſprechen 
11) ß 2 Be Es —⏑3—— 
12) & 9 BR. oe (air 4 2 ce 
13) v * =» 08 = ss sb. = 
14) Ben £ se =: s6 ⸗ 
15) i lg ET A NET YET Bat. 
16) — RR —— 


Alle Zahlen aus ꝙ, welche F? congruent find, mod. g, 
betragen, wie man fiht APH5d+v. Unter den Zahlen p 


befinden fich aber die folgenden Ei = 


—1 
1, +1, 29 +1, vn tt 
welche congruent 1 find, mod. g. Die —— 
2, 
Ei; +1 „irre ift offenbar ſchon größer als a 


Daffelbe gilt von allen andern Zahlen aus P, }. B. + nd 
ee 


, nemlid) : 


Zahlen aus P congruent 3, 


ebenfalld die folgenden 5 


mod.g, nemlich: 


— 48 


— —1 
ENT“ FRA 5 gq+3 i 


— 56 — 


- 


von denen die letzte = N En; er nun die Anzahl der Zahlen 
F 2 beträgt, fo giebt es ⸗— en 


len aus der as 
p, welche congruent Z find, mod. qg. Danın le — gap | 


len aus ꝙ durch q theilbar find, fo bleiben EZ I —L Safe 


len aus @ congruent F’, mod.g.*) Alfo ik: 
+ 
Eben fo find die Zahlen aus ꝙ, — mod. p Reſte aus 
F’ lafien, „+-ö-+u. 
Die Anzahl derfelben beträgt aber auch P—- 00 
alfo iſt — 
DB ud ar kun 
Berbindet man ferner die der erften und 9ten | 
Elafje, fo erhält man «+6 Sahlen, welche Fleiner find als 
pg, und in Bezug auf ihre Nefte zu f und F gehören, 
Die Anzahl aller diefer Zahlen wird aber gefunden, wenn man 
jede Zahl aus der Claſſe f mit jeder Zahl aus 7 verbindet, d. h. 
für alle Werthe von fund F die Gleihung mp+ f=ng +F lift. 
Hierdurch erhält man Pr verfchiedene Zahlen; alfo ift 
e) I. 
Verbindet man endlich die Sahlen der 2ten und 10ten 
Claſſe, fo find iprer AHY, Bon der andern Seite erhält 


man dadurch ne I verfchiedene Zahlen, welche ſaͤmmt⸗ 
lich kleiner find als pg, alſo iſt endlich: 


») Es it nei BI —* 4, rn an = BIT, 


— DE: 


Multiplicire man nun die Gleichung c) mit 2, addirt 
d) hinzu, und zieht a) und 5) ab, fo erhält man: 


da +24 847— (+) et, 


mi Fe 

2 pi g—1 | 
2e=u-tr+ — | 

Da alfo die Summe der drei Zahlen u, », 


eine Hrade Zahl ift, fo muß entweder jede einzelne von ihnen 
grade fein, oder es muß die eine grade, die andern beiden 
aber ungrade fein, wie der Lehrſatz beſagte. Wir wenden die= 
fen Saß jeßt auf zwei ungrade Primzahlen p und g am. 
Zufaß. Iſt eine der beiden Primzahlen p und g von 

1 


der Form An--1, oder find es beide, fo ift ae eine 


grade Zahl. Alsdann ift auch die Summe +» nothwendig 
grade, und folglich entweder beide Zahlen u und » grade oder 
beide ungrade. Da nun 


gs (2) = (—1)”, mod.p, und 

pP’ =(?) = (1, modıg; 

ſo iſt in diefem Fall (NP (1), folglich (2)= (2 ar 
Sind < beide Zahlen p und q von der Form 1nt3; 

fo iſt See re ungrade, folglich u--v ungrade, und folgs 


lich von * Sahlen u und » die eine grade, die ans 
dern ungrade. Alddann folge (— 1)" = — (—1), oder 


PY meer } 

2)=-(). Alſo: 
Wofern nicht beide Primzahlen p und q von der Form 
4n--3 find, fo ift (2)=(). oder: ft p quadratifcher 
Neft oder Nichtreft von q, fo ift auch g quadratifcher Reſt⸗ 


oder Nichtreft von p; und zwar das erfte, wenn 62) 


— 
| 
— 


— 41, das zweite, wenn 2)-@)= 1. 


Sind aber beide Primahlen $n+3, fo ift (2) =-(2), | 
oder ift p quadratifcher Neft oder Nichtreft von g, fo ift q 


quadratifcher Nichtreft oder Reſt von p; das erfte, wenn (?) 


2) —--1, dad zweite, wenn (2) = -)=—1. 

Dieſer Höchft merfwürdige und fruchtbare Sa führt den 
Namen des Satzes der Neciprocität. 

7. Gebrauch des Saßed der NReciprocität. 

Man will wiffen, ob die Primzahl 19 quadratifcher Neft 
von der Primzahl 101 ift, oder nicht. Um dies zu entfcheis 
den, müßte man unterfuchen, ob 19°° congruent +1 oder 
—1 it, mod. 1015.0. 5. ob (I) = +1 oder —t. 


Da nun 101 eine Primzahl An--1 ift, fo folgt, wenn 
man von dem Saße der Neciprocität Gebrauch macht, zunächft 


or) = 6 
Das Zeichen 7) bedeutet aber den Neft, welchen die 


Bahl 101° nach) dem Modul 19 laͤßt. Nun ift 1016, 


— 
mod.19, alfo101°=6°, mod.19; folglich )-()- 


— 6 2,9 2\/3 
Ferner ift ($. 1. diefes Abſchnitts) (1) = Go) = —696 
101 2\/3 
alſo 6 699 266. 

Da 19 von der Form Sn--3 ift, fo folgt nach $. 5. 
)=-1, d.h. 2 quadratifcher Nichtreft von 19. Alfo ift 
419 3 | 

(Mi) EIN (m). 
Da ferner die Primzahlen 3 und 19 beide An-+-3 find, 
Io folgt aus dem Sage der Reciprocität 


a, — 


6*-6. 
alſo 


3 19 1 3 
(>) = —(7) — — —1, oder -(5) =-+1, 
und endlich: 19 | 

ne. (+. 

Alfo ift 19 quadratifcher Neft von 101. 

In der That ift 257°°?—= 6% = 6x101-+ 19. 

Die Zahl 883 ift eine Primzahl; man fol entfcheiden, 
ob 43 quadratifcher Neft oder Nichtreft von 883 ift. Wendet 
man den Satz der Neciprocität an, fo erhält man, da beide 
Primzahlen 41463 find: 


e=-)=- == 
66 
Nun iſt Air 
| Get 
aljo Mi; 
Folglich iſt 43 quadratiſcher Nichtreſt von 883. 


8. Der Satz der Reciprocitaͤt findet ſeine wichtigſte An— 
wendung, wenn man nach denjenigen Primzahlen fraͤgt, von 
welchen eine gegebene Zahl quadratiſcher Reſt iſt. 


Welche Primzahlen z. B. find Diviſoren von & —8, 
d. h. von welchen Primzahlen iſt +3 quadratiſcher Reſt, und 


folglich, wenn man eine ſolche mit p bezeichnet, er 


Um das Theorem der Reciprocität anzuwenden, muß man zwei 
Faͤlle unterfcheiden, je nachdem p=4n+1 oder p=4n+3. 


Iſt nun )p=4n-+41, fo ift ==. und 


— 60 — 
3-1 
es folgt daher, def p =-Hi, mod.3, pZA, mod.3, 
fein muß. Folglich ergiebt fi) p=In—+1, und da zugleich 
p=4n+1 fein fol, p=12n—+1. 
— —— 3\ __ J—— pP 
„Iſt aber p=4n--3, fo ift )=-@)=1 (£) 
— —1, ap p=—1, mod.5, p=3r-+-2, Combinirt man 
diefe Form mit 4n +3, fo ergiebt fih p = 12n +11. Alſo: 
Jede Primzahl 12r +1, 122 +11 ift Divifor von &®—3. 
Beifpiel. °3=13. ?5=223. 9 —3=21l. 
Dagegen ift —3 quadratifcher Neft für die Primzahlen 
42-1, 12n-+7. Denn es muß ———— ſein. Nun 


nehmen wir zuerſt p— 411, fo iſt — eine grade Zahl, 


alſo se — L3)r, oder )=)=ß): 


p=12n+1. Iſt aber p=4n+3, fo ift 


— 3 ya 

(=) Er 26) =+(3)=1 
alfo p=3n+1 und zugleich An+3. Dies giebt p=12n+7. 
Folglich ift +3 quadratifcher Nichtreft für die Primzahlen 
122 +5, 12247. —3 ift quadratifcher Nichtreft von den 
Primzahlen 12r +5, 12r +11. 


* iſt quadratiſcher Reſt von p, wenn (2) —1,N'Da 


) 
nun 5=4+1, fo ift 2)=@); alfo muß ()81 
fein, d. h. pP =1, mod.5. Dies gefhieht für p=1, 
p=#, mod. 5. fo ft p=5n-1, 5n-4. 

Da aber p ungrade ift, fo muß in dem Ausdruck 544 
nr grade fein, und in dem 5n--4, n ungrade. Schreibt 
man in dem erftern 2 ftatt zn, in dem zweiten 2a -t1, fo 
kommt p=10n-1, p=10n+9. Dagegen ift +5 qua= 
dratifcher Nichtreft von 5142, 5nt-3, oder beffer: 10n+7, 
10x +3. 


a RR: ae 


1-7 ift quadratifcher Neft, wenn — )=1 
Iſt nun 1)p=4n-+1, fo if Kap (e), alfo 


kaj=i, d. h. p? =1, mod. 7. Dies geſchieht für 
p=Tn-+1, /n-+2, /n+4, ausſchließlich. 
Combinirt man dieſe Formen mit 414, fo fommt: 
p=28n-+1, 28n+9, 28242. 


2) P=4n+3.(2)=-(#)=1; F)=-1 


P?=—1, mod.7. 
Dies giebt p=7n-+3, 7n+5, 7n-+-6; und diefe For⸗ 
men, mit 42-43 verbunden, find: p=28n-+-3, 28rn +19, 
28n-+27. 

Alle ungrade Primzahlen fönnen nad) dem Modulus 28 
zwölf verfihiedene Nefte laffen, denn fo viele find der relativen 
Primzahlen Feiner ald 28. (Nemlich 2801 -5) - ) = 
28.3. 312.) 

Von den hieraus ſich ergebenden 12 Claſſen ſind 6, von 
welchen 7- quadratifcher Reſt ift, nemlich: 

Bon den übrigen 6 Claſſen: 28n-+-5, 11, 13, 15, 17, 
23 ift 7 quadratifchee Nichtreft. 

9, Statt mehrerer Beifpiele mögen jeßt einige allge= 
meine Bemerfungen über den vorliegenden Gegenftand ges 
macht werden. 

Iſt g eine Primzahl An 44, und p eine beliebige Prim 


zahl, fo ift (2) =(2). Sol nun g quadratifcher Neft 


von p, oder (dj=1 fein, fo muß auch et; oder 
g-i 


p: =1, mod. g, fein. ER bat nad) $. 6, Ar vorigen 
Abſchnitts die Congruenz * Ta, mod, g, Tr Nberſchie⸗ 


dene Nafldfungen unter q, folglich kann p, nad) dem Modul 
g, eben diefe — verſchiedene Zahlen unter q zu Reſten laf 


fen; und es ift Flar, daß nur die in diefen Formen enthals 
tenen Primzahlen Diviforen von x°—gq find, fo wie auch, 
daß jede in einer diefer Formen enthaltene Primzahl p ein 
Divifor von x—94 iſt. u 

Alle Primzahlen p, welche nad) dem mod. g einen der 
in den obigen nicht inbegriffenen gr: Reſt laffen, geben auch 


_— 


vu * 
nidtp® =+1, und da p° nothwendig entweder ——+1 ” 


ak 


oder ——1 ift, mod. g, fo geben ſi p = —1, mod. g, 


P — Sal, q . e 

oder P)=-1, und mithin I\=—1 alfo ift fur alle 
— h e ’ ſ ſt 

dieſe Primzahlen q quadratifcher Nichtreft. 

Sft g eine Primzahl 4-3, ſo muß /man zwei Falle 
unterfcheiden, je nachdem p=4n-1 ode p=4n-93. 
Damit q quadeatifcher Neft von p=4n-+1 fei, wird, wie 

a a pc s 
vorhin daß (oh) -(? ) — +1. Hierdurch erhalt 
man —— verſchiedene Formen für p, nach dem Modul g; 
alle diefe müffen aber zugleich auf die Form Ar 1 gebracht 
werden; died giebt 1 verfihiedene Formen nad) dem Mo— 
dul 49, wie 4gn-—a, Wo a pofitiv, ungrade (und zwar 
4n--1), endlich Fleiner als 4g iſt. 

Für p=4n+3 ift die Bedingung (2) = 1 zu er: 


füllen; da aber (2) = — ) ſo erhaͤlt man * —1, 


—1 
Hieraud erfolgen wieder — verſchiedene Formen nach dem 


Modul q, welche mit 4n+3 verbunden, eben fo viel Fors 
men nad) dem Modul Ag geben, nemlich Formen 491 6 


— 8 — 


wo b pofitiv, ungrade und zwar Ar-+3, endlich kleiner a 
Ag iſt. 

Alfo ergeben fich grade y—1 Formen, d.h. halb fo off, 
als es relative Primzahlen gegen 4g unter 4g giebt. Die 
andere Hälfte von Formen enthält alle die Primzahlen, von 
welchen q quadratifcher Nichtreft ift. 

10. Damit co quadratifiher Neft von p fei, wenn co eine 
sufammengefeste Zahl, aber nicht durch p theilbar ift, wird 
erfordert, daß (+) —= 1. Enthält nun zuvörderft c einen 


quadratifchen Factor %?, fo daß c=c’k?, fo ift 
c o%t DAUKF 
—— 
== + 
fowohl für (2) = 1, als für 5 A), fo ift (2) 


=(*) Dan kann alfo aus der gegebenen Zahl c den qua⸗ 


dratifchen Factor x? weglaffen, und annehmen, daß c ein Pros 
duct aus lauter ungleichen Primzahlen iſt. 

Diefes voraudgefest, feien @, ß, y, 0... . die Primfactoren 
von c, alo c=aPpyd...., der Anzahl nad) m, fo ift 


ß ö 
. 
($. 1, dritter Abſchnitt). 
Soll nun G)=+! fein, fo wird erfordert, daß kei⸗ 
ner oder eine grade Anzahl der verfchiedenen PBrimfactoren 


von e fo befchaffen fei, daß 69 = —1, (&)=-1 ete. 


Die Bedingung ee, )=+1 wird alfo erftend befrie⸗ 
digt, wenn 


)* 0) =. -+r 


Iſt nun d)p=4n+1, fo folgt, wenn die Primzaße 
Ion a, 6, 75 +» .. ſaͤmmtlich ungrade find, | 


B=6)-@-.-+n 


’ 
alfo erhält man für p 
4) die Form An +1; 


—1 \ a 
2) in verſchiedene Formen nad) dem Modul @, aus 


der —— )1 
3) ES Zr oerſchiedene Formen nach dem Modul 46, aus 


der ER, —— —24, 
und fo fort für jeden Primfactor von c. 

Sede diefer verfchiedenen Formen, welche der Divifor p 
nach einem Modul, 3.8. &, haben fann, muß mit jeder Form 
diefes Diviford nad) den übrigen Moduln 4, 7, Ö.... ver 
bunden werden. Sind z. B. ante‘, Pm-+Pi, yv-y! 
drei Formen nad) den Moduln &, £, 7, fo bat man die drei 


Formen 
| ante! =pPm+ Pf =yn+r 
mit einander zu vereinigen, und erhält hierdurch eine neue 
Form nach dem Modul & y. 
Im Allgemeinen gelangt man auf diefe Weiſe zu 
e«a—1 f—1 y—1 d—1 h 
Formen nad) dem Modul © ßyö...., von denen jede noch auf 
die Form 41 44 gebracht werden muß. 


Für p=4n+3 erhält man aus den Bedingungen: 


= d= = d)=..-r4 


pP 
nach) dem Theorem der Neciprocität: 


2)=4)=..--2)=-W)..=3n 
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wenn die Primzahlen &, 4, ... von der Form An--1, 
Y 0, .... von der Form An-+-3 find, 
Indem man wiederum die verfchiedenen, aus diefer Be: 
dingung hervorgehenden Formen combinirt, erhält man 
1 BA Ps“ 
Formen nad) dem Modul afyö...., welche endlich noch 
mit An +3 zu verbinden find. 


Aber die Bedingung = 1 wird auch befriedigt, wenn 
ID B. 0 5 

EI LEN 2 a LE 
-9=--9=9=-%.. +: 

Auch diefe Yuflöfung liefert, wie die obige, 

e—1 f—1y—1 _ 

| DIE RE NEN 
Formen Int-1, und eben fo viele 4n-t-3. 

Sämmtlihe Diviforen von x2 — c zerfallen alfo zunachft 
in die beiden Haupt-Claffen 4n-+1 und 4n--3. Iede diefer 
Haupt=Claffen zerfällt wieder in eine gewiſſe Anzahl von Llafs 
fen, deren jede einzelne verſchiedene 
Formen nach dem Modul a ßyd.... enthält, 


Soll ferner c quadratifchee Nichtreft von p fein, ſo 
nuß die Bedingung 


— 366 — 
DEAN ---- = 1 
efriedigt "werden. 
Auch hier erhält man zwei Haupt=Claffen 4n--1 und 
‚n-4+-3; unter jede derfelben fallen wieder eine Anzahl Clafs 
a1 1 y—1 
en, Jede TI aaa Formen enthaltend. 
Iſt nun c eine Primzahl a, fo-erhält man aus den Ber 
ingungen 
Minding Arithmetik, € 


a 7 fa 
(&) BR —6 — 
jedesmal nur eine Claſſe von Formen. 
Iſt c ein Product aus zwei ungraden Primzahlen «, 4, 


fo erhält man )E)= +1, wenn ce Reft, und (* JE) 


= —1, wenn c Nichtreeft iſt. 
In dem erften Falle erhält man durch die Formeln: 


(= ders (H)=(2)=-1 
zwei Claſſen; ni eben fo im zweiten Falle durch die Formeln: 
af (=) — 
———— 
Iſt allgemein c ein Product aus m ungraden und vers 
fehiedenen Primzahlen, und werden für (2) —=-41 nClaf- 
fen und für 7) — — 1 eben fo viele Claſſen erhalten, fo 
gelangt man, wenn zu c ein neuer ungrader Primfactor q 
hinzutritt, durch die Bedingung: 
)=+1 zu 27 Claſſen, 
nach den Formeln: 
a ER AR N 
)=()=+4 (4) (4)= 1, 
und nad) den Formeln: 
RE N El 
Oa- 9-4, )=-(d=-i 
ebenfalls, zu 2 Clafjen für den Tal: )=-1 
Sie mil iftnunn=i, frm=?2, n=2, alfo 
für m=3, n=2.2 und allgemein für ein beliebiges 
min—=2r—ı die gefuchte Anzahl der Claffen von Formen 
4n-+-1, und eben fo die Anzahl der Clafien von Formen 
4n+3. Folglich findet man im Ganzen 2” Claffen von 


=, 


Formen, von denen die Hälfte An4-1, die andere Hälfte 
An--3 ift, 
Daher erhält man für die Nefte und Nichtrefte zufammen. 


0 Su 
Yxymy ee . Formen, und da die Anzahl der 


Factoren &, B, 7... m ift, fo find dies .x—1.P—1.>—1.... 
Formen, von denen die Hälfte Diviforen und die andere Hälfte 
Nichtdiviforen von a — ce darftellt. 

Dies find offenbar alle Formen für ungrade Primzahlen, 
die nad) dem Modul 4a Ay.... möglid) find; denn die An— 
zahl der relativen Primzahlen gegen diefen Modul, welche Fleis 
ner find als derfelbe, ift eben: 2x@a—1xP—1xy—1... 

Enthält die Zahl c außer den ungraden Primfactoren , 
ß, Y .... auch noch den Factor 2, fo muß, wenn 2c quas 

» 2 2c 2 c : 
dratifcher Neft von p fein fol, #6) (2)=1 fein. 
Set man nun nad) der Reihe p=8n 1, 3, 5, 7, fo ere 
halt man in diefen Vorausſetzungen: 


)=1 =-1 (2) =-1, £)=+1. 
Jede einzelne diefer Annahmen giebt 3.2” Claffen von 


Formen, deren jede —5 a . Formen enthält; diefe 
viermal genommen Ra man, wenn m die Anzahl der Facs 
toren &, 6, Y »... bedeutet, Qrtr Claffen nach dem Modul 
8c=8aPyÖ...., welche sufammen 

mt 2% a—1 ‚1 — er ; 

2 ——— —— NE 1.ß re 
Formen enthalten, 

Eben fo viele Claffen und Formen gehen aus der Be: 
dingung (2) = — 1 für die Formen der Primzahlen hervor, 
von welchen 2c quadratifcher Nichtreft ift. Man erhält alfo 
im Ganzen 4.2—1.8—1.y7—1.... Formen von Prim 
zahlen, von denen die Hälfte die Diviforen, die andere Hälfte 

€2 


— 


die Nichtdiviforen von &X2 — 20 enthält, Dieſe Formen ent— 
halten alle den Modulus 80, und außer ihnen kann keine 
andere Form nach dieſem Modul mehr eine Primzahl ansdruͤcken. 

10. Um das Verſtaͤndniß der Bemerkungen des $. 9, 
durch ein Beifpiel zu unterftüßen, wollen wir die Formen 
derjenigen. Primzahlen fuchen, welche Diviforen von ac? 105 
find, d.5. von welchen — 105 quadratifcher Neft if. Da 


nun 105= 3.5.7, fo wird erfordert, daß — =-+1 


iſt. Diefe Bedingung giebt weiter: = 36 —12 — 
Iſt nun zuvoͤrderſt p=4n-1, 6 ift) 


(-)=(5)= 6); 


Lan 


HEHEGET: 
Dies giebt: 


(= &) = Geismssn 
Snt1,4; 7/n-+1,2, % 


(2)=-(2) =_(P) =1.p =3n-+1; 


242,3; 7n--3, 5, 6. 


 (5)=-@)=-G)=1r=öntt 


4: 3n+2; 7n-3, 5, 6. 


I 
4, (?) =—(#) =-(2) =1p=7n-H1, 
2,4, 5n+2,3; 3n—2. 
Combinirt man die erften 3 Formen, fo folgt: 
1) p=1l5n-+ 1, 4 mit 7n-+1, 2, 4. 
2) p=15n-+- 7,13. mit 7n+3, 5, 6. 
3) p=15n--11, 14 mit 7n-+4, 5, 6. 
4) p=1l5n+ 2, 8 mit 7/n+1,2, & 


etc.; alfo: 


— U 
Hieraus ergiebt fich weiter: 
1) p=105n+ 1, 16, 46; 105n-H64, 79, 4. 
2) p=105n-+- 52, 82, 79; 1052-73, 103, 13. 
3) p=105n--101, 26, 41; .105n-+-59, 59, 104. 
4) p=105n- 92, 2, 32; 105n 4 8, 23, 53. 


Ale diefe Zahlen auf die Form Lr-f-1 gebracht, geben 
der Reihe nach: | : 

1) p=420#+- 1, 109, 121, 169, 289, 361. 

2) n=420n-+13, 73, 97, 157, 313, 397. 

3) p=4%0n+41, 89, 101, 209, 269, 34. 

4) p=420n--53, 113, 137, 197, 233, 317. 


Sucht man 2tend für p die Form 4-3, fo ift = 
=-(2). alfo: | 
———— 
Nun iſt aber, weil p=4n-L3, )=-(): 
)=-), a mus kin Z))G)=-1: 
Dies giebt: 

- (2) = (>) = (?) =1p=3n-+?2; 
ö5n--1, 4; /n--1, 2, 4. 

220 = % * (2) =1.p=3n-+1; 

 5n-+2, 3; 7n+1, 2,4. 

3-9= = G=-tr=-anti 

Sn-t1,4; 7n-3, 5, 6. 


926) =-(?) =-(F) =1p=3n-H?2; 
Int-2, 3; 7n-3, 5, 6. 


— 70 — 


Dieſen Formen gelten die folgenden gleich. 
1) p=1ön-+-11, 14, verbunden mit 7/n+1, 2, 4. 
2) p=19n+ 7,13, s «ee .7n+1,2,4 
3) p=1ö5n+1, 4 = » e /n-+1, 2, 4. 
4) p=15n+ 2, 8 = >» = /n-+3, 5, 6. 
Diefe aber gehen wiederum in die folgenden über, 
1) p=105r+71, 86, 11; 105n-+29, 44, 74. 
2) p=105n+22, 37, 67; 105n+43, 58, 88. 
3) p=105n-+31, 61, 76; 1052-1894, 19, 34. 
4) p=105n+17, 47, 62; 105n--38, 68, 83. 
Diefe Zahlen endlich, fammtlich auf die Form 41 48 
gebracht, geben; 
1) p=420n +11, 71, 179, 191, 239, 359. 
2) p=420n--43, 67, 127, 163, 247, 403. 
3) p=420r-+-19, 31, 139, 199, 271, 391, 
4) p=420n--47, 83, 143, 167, 227,383, 
In dem vorliegenden Beifpiele war m=3, e=3 
f=5, r=7; folglih, mußte man nad) dem .9, 23 
91 4-1 7—1 
Claſſen finden, von welchen jede OBERES —=6 Fur: 


men enthielt, wie es auch geſchehen iſt. 


Vierter Abſchnitt. | 
Berallgenieinerung des Fermatſchen Gaßes, 
Der Wilſonſche Satz. 


1. Lehrſfatz. Bezeichnet ze die Anzahl derjenigen Zah— 
len, welche kleiner find. als eine beliebige Zahl. und relative 
Primzahlen gegen 4; ift ferner @ eine relative Primzahl ges 
gegen 4, fo hat man a1, mod. A, 

Beweis, Bezeichnen wie die verfchiedenen unter der ge=- 
gebenen Anzahl su enthaltenen Zahlen mit @, &, 75 dr »+:5 
fo find die Reſte, welche die Vielfachen von a, nemlih: a, 
Ba, ya, Öa..,., mod, A, laffen, ſaͤmmtlich von einander 


— — 


verſchieden. Denn wäre a4 fa, mod. A, fo würde fol 
gen: a(@—P)=0, mod. A. | 

Da nun a durd) feinen Factor von A theilbar ift, fo muß 
«—PB=0, mod. 4, oder e=Pf fein, wenn aa und Pa 
gleiche Nefte nach dem Modul 4 laſſen follen, 

Die — verfchiedenen Refte von za, Pa, Ya, »... fallen 
daher nothwendig in veränderter Ordnung mit den 2 Zahlen: 
a, P, 7, Is... zuſammen, fo daß man durch Multiplication 
erhält: efyd....xat za Pßyd..., mod. 4. 

Da nun das Product aßyd.... durch feinen Factor 
von A theilbar ift, fo folgt: 

a1, mod. A; w. z. b. w. 
Beifpiel, Für a=12 iſt ã — 4, und man erhaͤlt: 
1=1, 5°=1, 7°=1, 11%?=1, mod. 12. 

Für a=30 ftr=8, und 11, 91, 1114, 
13 =1, 17 =1, 19 =1, 33?=1, 29° 1, mod. 30. 

Zuſatz. Man überzeugt ficht leicht, dag, wofern nicht 
A=2, rn eine grade Zahl ift. Daher hat man immer 

Tt 
a—=-t1 oder =—1, mod. 4, wenn nicht d=2. 

Zuſatz. Iſt 4 eine Primzahl, fo ft r= A—1, und 
man erhält den Fermatſchen Lehrfas, Abfchnitt 2. 6. 1. 

2. Auf den Lehrfas des vorigen $. läßt fih eine aus⸗ 
führliche Theorie der Congruenzen "a, mod. A, gründen, 
wie im zweiten Abfchnitte eine ſolche für den Fall gegeben 
wurde, wenn der Modul eine Primzahl ift. Wir wollen dies 
ſes jedoch unterlaffen, indem wir und, auf einige hierher ges 
hoͤrige Säße befchränfen, von’ welchen in dem. folgenden $. 
einige Anwendung zu machen fein wird. 

Lehrſatz. Iſt w der größte gemeinfchaftliche Factor 
der beiden Zahlen nw und z, A eine relative Primzahl gegen 
a, fo jft die Congruenz x” Ze, mod. A, nur dann moͤg⸗ 


Tt 
(ih, wenn a” =1, mod. A. 
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Beweis. Zuvoͤrderſt ift Flar, daß a eine relative Prime 
gahl gegen — fein muß, damit or — a durd) A. theilbar 


TT TE 


fein koͤnne. Diefes vorausgeſehzt, hat man (au) ar, 


7T Tt 
und at — (ar®w)w—A1, mod. 4; alfo a =41, mod. A. 

3. Lehrſatz. Iſt L=p” eine Potenz einer ungraden 
Primzahlen p, fo ift die Hälfte aller z= p".p—1 Bahr 
In a, 6, % .., welche Fleiner find als p” und relative 
Primzahlen gegen p’”, quadratifcher Neft von p’”; die andere 
Hälfte Nichtreft, 

Beweis. Iſt @ eine relative Primzahl gegen 4, fo ift 
es au) A— a, und zuglid ®Z(A— a)”, mod. A. 

Um daher fämmtliche Nefte zu finden, welche ein Qua⸗ 
drat x? nach dem Modul 4 laſſen fann, braucht man für & 
nur alle diejenigen Zahlen &, Pf, Y, 0 +... zu feßen, welde 
fleiner find, ald 34; folcher find aber offenbar Zr. Alle 
diefe Quadrate &, 42, 7% 2... laffen nun, mod. 4, ungleiche 
Mefte; denn wenn @?=P*, mod. 4, alfo: 

(«— 8) («+ M)=0, ınod. pr, 
fo müßte, wenn wir den Fall, wo m==1, außer Acht laſſen, 
entweder einer der Bactoren @— ß, &4-P, durch p” theilbar 
ſein, was aber nicht möglid) ift, da «+2 Fleiner als p”; 
oder ed müßte zugleich &— PZ0, mod. p, und «+ PZz=0, 
mod. p, fein. Hieraus folgt aber 2a =0, mod.p, alfo 
müßte @ durch p theilbar fein, gegen die Vorausſetzung. 

Da alfo die Reſte @, P, 7.2... alle von, einander ver⸗ 


ſchieden find, und ihre Anzahl Z beträgt, fo ift die Hälfte 
alfer Zahlen, die Fleiner find als p” und relative Primzahlen 
gegen pP”, quadratifcher Reſt von —A, die andere Hälfte 
Nichtreſt. 

Anmerf. Setzt man für x Zahlen, welche mit 4 einen 
Factor gemein haben, fo erhält man auch Nefte, welche mit 
A eben diefen Factor gemein haben, 


en ee 
Zuſatz. Iſt @ eine relative Primzahl gegen 4, und qua⸗ 
dratiſcher Reſt von 4, fo iſt auch — ———— mod. 4(\.2.). 
4, Be Die Congruenz 1, mod. pr, hat 
nicht mehr als I 7 ll die Fleiner find, ald p”, 


und pofitiv. 4 


Beweis. Nehmen wir an, daß der Saß gültig fei für 
den mod. p” (under gilt wirflih, wnnm=1, rz=p—1), 
fo ift zu zeigen, daß ee Congruenz nach) dem Modul 


pr nicht mehr ald px, oder p mal fo viele. Auflöfungen 


2 
als die vorige haben Fann, 
Nun ift zuerft zu bemerfen, daß wenn @ eine relative 


Primzahl gegen p und =, mod. p”, aud) ir 1, 
mod”; und ift — . ſo iſt ——— rn 
mod. p”. Iſt folglich 41, ſo in auch 41, 
mod. p”, und ft” — ſo iſt u — mod. p”. 
Jede Auflöfung der Congruenz a v4, mod. p”t}, ift nun 


offenbar zugleich eine Auflöfung der Congruen; =" ?>1, 
mod. p”, und da die Auflöfungen der letztern Feine anderen 


7t 


find, als die Auflöfungen der Congruen; x&°=1, mod, pr, 
fo ift endlich jede Aufldfung = der Congruen «21, 


TU 
mod. p”t}, einer Auflöfung @ der Congruen «1, 
ınod. p”, nach dem Modul p” congruent. Man Fann daher - 
‚xz=a- up” feßen, in welcher Form w eine pofitive ganze 
Zahl bedeutet, Da aber a Fleiner als p”r? fein fol, fo kann 
u nur die p Werthe 0, 1, 2 .... p—L erhalten; alfo. giebt 


— 


es für jede Wurzel d hoͤchſtens p verſchiedene Werthe von x, 
und folglich beträgt die Anzahl aller möglichen = hoͤchſtens 


P-Z> w. z. b. mw. 


Zufaß. Da nun nad 4, nr Zahlen quadratifche 
Reſte von pt? find, und für jede derfelben æ die Congruenz 


x ®=4, mod.p”t: gilt, fo bat die Congruenz «21, 


mod. Per, * und nicht mehr Aufloͤſungen; oder die Con— 


gruenz Br 1, mod.p”, hat —— und nicht mehr Auflöfungen, 
die pofitiv und Fleiner als p” find. 

Zufaß. Iſt @ eine relative Primzahl gegen d= p”, 
uud 1, mod. 4, fo ift @ quadratifcher Reft von 4; 
denn es giebt 7 quadratiſche Reſte von 4, von dene ggeder 


der Bedingung @®®—=--1, mod. 4, Genuͤge leiſtet, und au⸗ 
ßer diefen Feine andere pofitiven Zahlen unter 4, welche der- 
felben Bedingung Genüge leiften; was aber der Fall fein 
müßte, wenn « quadratifcher Nichtreft von 4 wäre, 

Iſt folglih A quadratifcher Nichtreft von AL und relative 


7T 


Primzahl gegen 4, fo it = —1, mod. A. 

Beifpiel. Die Congruenz @?=1, mod.7, bat die 
Auflöfungen: 1, 2, 45 folglich find die folgenden 7.3= 21 
Bablen die Auflöfungen der. Congruenz =??=1,) mod. 49, 


nemlich: 
9 4 8, 0 ANY, 36, 43 


2, 9, 16,23, 30, 37, 44, 

4, 11, 18, 3, 32, 39, 46. 
5. Iſt a eine beliebige ungrade Zahl, fo ift a =1, 
mod. 2, und n=2?"", Dieſes vorausgefegt, läßt ſich 


a A 
5 Ei 
auch zeigeu, daß e®—1, mod.?”, wofern nidt a=4n +3, 


und 12. 
Denn es ift a4, mod.2, alfo a=?2n-+-1; hieraus 


folgt: a* — An: +4n+1=8x7 — —1, in welder 


Formel III Kan offenbar eine ganze Zahl ift; folglich «® Z 
mod. 23, 
u—2 

Iſt aber überhaupt © —='%"n+1, fo ift auch: 
Ta Mnt1) = an ar a1, oder: 
— En MT: 
folglih au a 1, mod. 2“, Es ift folglih «= 
mod. 23, @&*=1, mod.2*, a@=1, mod. 25, etc. 

Sft aber 22, oder-der Modul =2?” —=4, fo find 
zwei Falle zu unterfcheiden, je nach dem a=4n--1 oder 
a=4n+3. Im erften Sale ift a ara 


—=a=1, mod.4. Iſt abe a=4n-+3, fo ift a3, 
mod, 2?, 


a? 


u 
a? 


6, Lehrfaß. Bezeichnet man mit P dad Product aller 
Bahlen, die Fleiner find als eine gegebene Zahl 4 und rela= 
tive Primzahlen gegen Z, fo ft P=Z+1 oder PZ —1, 
mod. 2. 


Bemweid. Die verfchiedenen ungraden  Primfactoren 
von Afeien p, g, ru.f.w, und pu g" 7944..,%0 
die Zahlen m, n, 0, .... Wwenigftens —=1 find, u aber auch 
gleich Nun fein kann. Es laͤßt fih nun leicht eine ungrade 
Zahl a finden, welche relative Primzahl gegen „Z und quas 
dratifcher Nichkreft von AL ift, Iſt nemlich & quadratifcher 
Nichtreft von p, fofeke man: a=pute=2(gr...)v-H, 
fo ift a relative Primzahl gegen p, q, 73 +... ferner uns 
grade, quadratifcher Nichtreft von p, folglih aud) von pgr, 
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alfo endlih «a quadratifcher Nichtrefi von A und. relative 
Primzahl gegen A. 

Es ftellen nun a, 5, , 0... die an Zahlen 
vor, die Fleiner find, als 4 und relative Primzahlen gegen 4, 
ihre Anzahl fei, wie biöher, mit — bezeichnet, 


Man Löfe die Congruenz ex =a, mod. A, und nehme 
für & die Fleinfte pofitive Zahl, welche möglich ift, fo. ift dies 
felbe offenbar eine relative Primzahl gegen « und Fleiner als 
A. Man nehme nun eine andere (£) der Zahlen &, A, Y x... 
die aber weder gleich & noch gleich = feien darf, und löfe die 
Congruenz ya, mod. 4, indem man wieder den Fleinften 
pofitiven Werth für y fucht, fo ift y eine relative Primzahl 
gegen AL, und verfehieden fowohl von A, ald von « und x. 
Denn wäre y=P, fo müßte P=a fein; was nad) der 
Vorausſetzung über a nicht möglich ift. Wäre ferner y=e, 
alfo ef=Za, ex =a, mod. 4, fo würde ſich nad) den oft 
gebrauchten Schlüffen ergeben, daß AZ x, mod. Z, alfo 
P=x fein müßte, 

Es laſſen fich alfo die zz verfchiedenen Zahlen — 
gu zweien fo verbinden, daß das Product jedesmal congruent 
a ift, mod. 4. 

Die Anzahl aller diefer Producte ift aber #72; alfo folgt, 
daß das Product aus allen Zahlen &, 6, 7, +... nemlich 


PZ a? ift, mod. A. 
Es te nun 1) Z=p” ode 4A=2p", alsdann ift 

( 4.) en mod.p”, r=p".p—1. Ferner ift 

=, mod. 2, weil a ungrade ift, folglich + theil⸗ 


bar durch 2 und durch P”, alfo durch 2p”, oder 1, 
mod. 2p”. 


Folglich ift in diefem Falle P = —1, mod. A. 


2) St A=%“, und u>1, fo läßt ſich ebenfalls eine 
Zahl a_finden, welche ungrade und quadratifcher Nichtreft von 
von 2° ift. Eine folche ift 3, oder noch einfacher —1. Ina 
dem man nun die Congruenzen ee—=—1, mod.2“, u. ſ. w. 
löft (ganz wie oben für die Modul dA= 2. p"” rt). 
und dann ihr Product nimmt, fo erhält man: 


P=(—1)" ", mod. 2*. 


Wofern alfo u>2, fo it P=1, mod. 2”; ift aber 
u—2, fit P=1.3=—1, mod.4. 


3) ft a fo ift: 


= / -.- 
PZe, ud Zr’. pr.gn. ee ne ER 
Nun ift ferner: 
pm, Z 
? — — mod. p, 
gn-ı, Ge 


2 = +1, mod, g”, etc. (.& Zuf,). 


Folglich erhält man, wenn man z. B. die erſte der beiden 
vorſtehenden Congruenzen zum Exponenten 27”, gagır 
erhebt, 


—— I 41, mod, g% 
Auf gleiche Weiſe ift 41, mod. 97, u.f.w, 
Ferner ift a —1,mod.?%; alfo 1, mod. 2, 
Da nun a1 durch P”, 9% 7°, 2000. endlih auch 


durch 2* theilbar ift, fo ift diefe Zahl durch das Product 
pro. theilber, 


Der Saß gilt, wie leicht zu fehen, aud) dann, wenn 
A=p"”g’Tr? 2.0, oder a gleih Null. Er gilt auch, wenn 
w größer ald 1, m=1 oder größer ald 1; dagegen n, o, 
u. ſ. w. ſaͤmmtlich gleih Nun find, alſo L=!"pr 
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m, 


In diefem Falle ift nemlich a? En, mod.p”; 
at, pPrip—1; folglid) a =” . — 2"; 
1 ze 
und eben ſo a =1, mod. 2, alfo 1, mod. 24 

Te » 
folglich a1, mod. Ben, 

7. Zuſatz. Sft4=p eine ungrade Primzahl, fo fin: 
det der unter 1) erwähnte Fall ftatt; nemli — —1, 
mod.p. Nun find die relativen Primzahlen gegen p, Kleiner 
als p, die Sahlen 1,2, 3, 4, 2... bis p—1, folglid) ift 
1.2.3.4....p—2.p-1=—1, mod. P- 

Diefer Satz wird häufig von feinem Erfinder Wilfon 
der Wilfonfhe Saß genannt. Er ift, wie man ficht, nur 
ein befonderer Fall des im $. aufgeftellten, allgemeinen Satzes. 

Einige Beifpiele dürften nicht überflüffig fein. 

1. & fid4=]7, fo ift 1.2.3.4,5.6=-70=—1, 
mod. 7. 

Es ſei A18, fo ift 1.5.7.11.13.17= — 11.13.17 = 
11113=—1, mod. 18, 


& fi 4=2, fo ift 1.2,3.4.6.7.8.9.11.12.13.14.16, 
17.18.19.21.22.23.24 = —1, mod. 25. 
Man findet nemlich zunächft, da 13 — 12, mod. 25, 
etc., daß. (1.2.3.4.6.7.8.9.11.12? = —1, mod. 25, fein muß. 
SER ft 1,2. 3.41 
DNB 2 mod. 25, 
7.11 es) 
912 =+38 
als 1.2,3.4.6.7.8.9.11.12 = 327, mod.25, und 
72Z=—1, mod. 2%, 


2, & fi Z=16—=2, Alsdann ift 
1.3.5.7.9.11.13.15=(1.3.5.7% = 721, mod. 16. 
A FD u ER; 
1.5.7.11.13.17.19,3 = (1.5.7.1? = 1121, mod. 4. 
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4 41=195 
1.2.4.7.8.11.13.14 = (1,2.4.7)? = 4? = 1, mod, 15. 

8. Im 2ten Abfchnitte ($, 11. Anm.) wurde gefunden, 
daß die Congruenz 2? =a, mod. p, in weldyer p eine Prime 
zahl vorſtellt, zwei verfchiedene Auflöfungen zuläßt, die pofitiv 
und kleiner ald p find, oder zwei verfchiedene Auflöfungen, 
die, abgefehen vom Zeichen, Fleiner ald Zp find *). Iſt aber 
der Modul ein Product aus mehreren verfchiedenen ungraden 
Primzahlen, von weldyen Feine ein Divifor von a ift, fo giebt 
es mehrere verfchiedene Werthe von a, welche Fleiner find ald 
der halbe Modul, unter der Vorausſetzung, daß a quadratis 
ſcher Neft in Beziehung auf jeden Primfactor pqr.... des 
Modul M=p.g.r.... ift. Um diefe verfchiedenen Auf— 
löfungen und die Anzahl derfelben zu finden, denfe man fich 
die Congruenz in Beziehung auf die einzelnen Primfactoren 
von IM aufgelöft, Es fei nun © =a, mod.p, Pa, 
mod.g, 7*==a, mod.r, fo erhält man für die Auflöfung 
der Congruen; <a, mod. M, die Bedingung, daß 

z=pnte= "+ß=rn'!Hty etc 

Zuvörderft wird nun vorausgefeßt, daß « pofitiv und 


Fleiner al w ß poſitiv und Fleiner als 5 r pofitiv und 
Fleiner als = u. ſ. w. 


Indem man nun die verſchiedenen Formen combinirt, 
welche die Zahl a in Bezug auf die Primzahlen p gr haben 
muß, erhält man verfchiedene Werthe von x, deren jeder Fleis 


M 
ner als — angenommen werden kann. Betraͤgt die Anzahl 


der ungleichen Factoren p gr des gegebenen Moduls m, fo 
iſt einzufehen, daß, wenn m —=1, die Zahl der Auflöfungen 
=? if. Itm=2, fo läßt ſich jede diefer zwei Aufloͤſun— 


*) Iſt nemlid) die eine +x, fo ift die andere — u. 
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gen, mit jeder der beiden Auflöfungen, die in Bezug auf den 
zweiten Primfactor gefunden worden find, verbinden, und man 
erhält alfo + Auflöfungen. 

Jeder neu hinzufommende Primfactor verdoppelt überhaupt 
die Anzahl der fehon gefundenen Auflöfungen und man erhält 
daher für m Primfactoren, 2” Auflöfungen, fämmtlich Fleis 
ner als der halbe Modul und zur Halfte pofitiv‘, zur Hälfte 
negativ. 

Beifpiel, Man weiß, daß 2 quadratifcher Neft in Be= 
zug auf die Primzahlen 7, 17, 23 iſt; es follen fämmtliche Aufe 
löfungen der Congruen; <?=2, mod. 7.17.23 = 2737, ge⸗ 
funden werden, die Fleiner find als 3 (2737), 

Man findet &—=7n+3—=17n' 4+6—=23n" +5. 

Combinirt man zuerft 7n +3 mit 17n’+-6, fo ergiebt 
fih, daß die Zahl 17/3 durch 7 theilbar fein muß. 
Alfo muß, da 17=14-3, 3n’—-3 durch 7 theilbar, und 


folglich ER eine ganze Sahl fein. Seen wir alfo n=—1, 


fo fommt a Combinirt man 
ferner 7 ar mit 17n’+-6 fo muß 17n°49 dur) 7 theil 


gene eine ganze Zahl fein, Dies giebt "= —5, 


alfo DS, 
Man erhält alfo aus &®=—=2, mod. 7.17, die folgenden 
4 Auflöfungn: e=+11, — die ſaͤmmtlich, abgeſehen 
vom Zeichen, kleiner ſind, als 2.7.17. Man findet: 
113, 2—= 1197. 17, 452 _ 2—= 7,17 .17. 
Wird nun 7.17.n +11=23n'45 gefeßt, fo muß 


1 
4 =, eine ganze Zahl fein, und weil 1195. 23-14, 


fo mug — ee , folglih au) — — eine ganze Zahl ſein. 


Dies — wie leicht zu ſehen, “4: alfo erhält man 
die Auflöfung + 1201, 


bar, alfo 2 


u BEN, ae 
Nimmt man ferner 19 —-1=23n 45, fo muß 


* — —16 
nn eine ganze Zahl fein; folglich 3 , Und mit- 
bin aud) — eine ganze Zahl ſein. Der kleinſte Werth, 


den z haben kann, iſt daher n==4, und die gefuchte Aufloͤ— 
fung: 119.4 — 11 = 465, 


Sest man 119n +45 =23n’+5, fo ergiebt ſich die 
Yuflöfung <= +1145, 

Endlich folgt aus der Verbindung der Formen 1192 —45 
und 23n’-5 die Auflöfung: = +74, 


Man erhält alfo 8 verfihiedene Auflöfungen der Congruenz 
©* 2, mod.2737, welche fleiner find als 3.2737; 
nemlich <= +74, 4465, +1145, +1201. 


9. Enthält der Modul auch noch außer den m ungra= 
den Primzahlen p, g, r.... den Factor 2, fo finden fich 
ebenfalls 2” Auflöfungen der Congruenz =? = a, mod.2M, 
die ſaͤmmtlich Fleiner find ald M. | 


Denn ift @ ungrade, fo giebt jeder ungrade Werth von 
x, welder zZ, mod. M, macht, aud) a, mod. 2M; 
ift ferner æ pofitiv, grade, Fleiner ala >3M, und 2a, 
mod. M, fo ift die Sal LH(M— x) ungrade, Eleiner ald M, 
und (M— x)’ZZa, mod.2M, ft a grade, fo giebt jeder 
grade Werth von ac auß der Congruen; &®==a, mod. M, 
auch x<?=a, mod.2M; ftatt eines ungraden pofitiven 
Werths von © aus der Congruenz x°ZZa, mod. M, fann 
man aber feßen: + M—x), und man bat: (M— x)? =.a, 
mod. 2M. 

Endlich ift leicht einzufehen, dag, wenn a durch einen 
Factor f des Moduls MT teilbar ift, auch = durch diefen 
Factor theilbar fein muß. Es ſei M =M'’f, fo löfe man 
zuerſt die Congruenz 22a, mod. M; es ſei æ , « 
kleiner als 3 M’; man feße allgemein = M’n-ta; und 
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A 


beftimme n fo, daß dur f theilbar wird. Alsdann ift 
x*—a, mod. M. 

Die obigen Saͤtze über die Aufldſung der Congruenz 
x?=a, mod. M, beſchraͤnken ſich auf die. Faͤlle, in welchen 
der Modul ein Product aus lauter ungleichen Primzahlen ift. 
In Bezug auf andere Congruenzen, deren Modul Botenzen 
enthält, mag es genügen die Lefer auf die Werke von Gauß 
und Legendre zu verweifen, in welchen diefe Theorie aus— 
geführt wird. 

10. Anmerf. Um die Congruenz; ax? b, mod. M, 
in welcher a eine relative Primzahl gegen IM bedeuten ſoll, 
aufzulöfen, beftinzmie man die Zahl u fü, daß aui, 
mod. M. Multiplicirt man die vorgelegte Congruenz mit z, 
fo geht diefelbe in die folgende über: 

x®=bu, mod. M. 


Fünfter Abſchnitt. 


Ucber die Auflöfung unbeftimmter ©leichungen des 
zweiten Grades in rationalen Zahlen. 


1. Es fa 

1) an +bay+ey Hdetey+f=0 
eine Gleichung des zweiten Grades zwifchen ac und y, deren 
Goefficienten fammtlic) ganze Zahlen find. Man verlangt 
diejenigen rationalen Werthe von x und y, welche diefe Gleis 
hung befriedigen. Zunaͤchſt ift zu bemerfen, daß wenn: in 
diefer Gleichung einer der Coefficienten a, c, z. B. a, gleich 
Null wäre, diefelbe in Bezug auf a nur vom erften Grade 
fein, und daher jeder beliebig angenommene rationale Werth 
von y aud) ein rationaled a geben würde. Daher wird dies 
fer Fall auögefchloffen und angenommen, daß wer a=0- 
noch e=0,. | 


— u 
Multiplicirt man die Gleichung 1) mit 4a, fo fommt: 
Qaxc+bytd? = (d+by)?— 4a(f-+ey-tey?). 

Sest man 2actbyd=u, d—4af=g, 
db—2ae=h, endlich D—4ac—= A, fo entfteht die 
Gleichung V=g-+2rhy+ Ay? 

Multiplieirt man diefe mit 4, und fißt: dy-h=v, 
b?—-As=B, fo folgt: 

2) "= Au-+B,. 

Es wird angenommen, daß weder Anoch B gleich Null ift. 

Sft nun die Gleichung 2) in rationalen Sahlen loͤsbar, 
fo erhält man die Auflöfung der Gleichung 1) vermittelft 


der Formeln: 
Pape Au—bo--hb— Ad NUR 
2ad ? U :’ 

Sft aber die Gleihung 2) in rationalen Zahlen nicht 
tösbar, fo ift es die gegebene 1) auch nicht; weil jene eine 
nothwendige Folge von diefer ift. 

2. Man fann annehmen, daß die Zahlen A und B 
feinen quadratifchen Factor haben, Denn wäre d= A'a?, 
B=bBb'b2, alfov?—= A’a’u?+B'b?, fo fßemanv—mbv‘, 
au= bu‘, und man erhält die Gleihung: v’—= Au --B', 
indem man den gemeinfchaftlichen Factor 32 wegläßt. 

Man denfe ſich jest die Brüche v, z, auf ihren Fleinften 
gemeinfchaftlichen Nenner gebracht; derfelbe feiz, und v— — 
— nun Es ift Far, daß die ganzen Zahlen x, y, z nicht 
ale drei einen gemeinfchaftlichen Factor haben. Die Gleis 
hung 2) geht nun über in die folgende <= = Ay?+Bz?, 
in welcdyer A und B feinen quadratifchen Factor haben, Da: 
ber find auch je zwei der Zahlen =, », z relative Prim: 
zahlen; denn hätten z.B. a und y einen ge«..nfchaftlichen 
Factor, fo fann diefer in z, nad) der Vorausfesung, nicht 
ebenfalls vorfommen; und ed müßte daher B durd) ein Qua⸗ 
drat theilbar fein. 


F 2 


ie 


\ 

Es follen nun zuerſt gewiffe Bedingungen angegeben 
werden, ohne deren Erfüllung die Gleichung =? = Ly*+-Bx? 
und folglich auch die Gleichung 1) unmöglid, ift. 

Es feif der größte gemeinfhaftliche Factor der Zahlen 
AudB, ud A=af, B=bf; alo =afy”+bfz*. 
Da A und B feinen quadratifchen Factor haben, fo find nicht 
allein a und b, fondern auch af und 2, bf und a relative 
Primzahlen. 

Nun fei p eine Primzahl, Divifor von d, fo muß 
x?=afy”, mod.p, fein. Da nun x und y relative Prime 
zahlen find, fo ift weder © no) y durd) p theilbar; denn 
wäre es 5. B. x, fo müßte auch ye fein, da afe 
nicht ift. 

Daher fann man eine Zahl z finden, welche fo befchafs 
fen ift, daß yz=1, mod.p. Multiplicirt man die Cons 
gruen; z?=—afy* mit z*, fo folgt, weil y’z?1, 
mod. p, (xz)?=af, mod.p. 

Tolglih muß af 4 quadratifher Neft jedes Far» 
tors p von 5, folglich) von b, und daher aud) von Df=B 
fein. Die erfte Bedingung für die Möglichfeit der Gleichung 
x: = Ay®-+-Bz? ift alfo die, daß A quadratifcher Neft 
von B ift, Sweitend muß, auf gleiche Weife, B quadratiz 
fcher Reft von 4 fein. 

In der vorgelegten Gleihung muß a durch f theilbar 
fein. Schreibt man daher fax ftatt x, fo erhält man, nach 
Weglaſſung des gemeinfchaftlichen Factors f, die Gleichung: 
fx =ay’+bz?. Multiplicirt man fie mit a, fo fommt: 
afz?= a? y®+abz?, folgli (ay Z—ab.z’, mod.f. 

Da nun abz? und f, wie leicht zu fehen, relative Prims 
zahlen find, fo folgt, daß — «ab quadratifcher Neft von f fein 
muß, weil —abz? es ift. Dies ift die dritte Bedingung. 
| In der Gleihung &* = .4y*-+-Bz* find entweder die 
Zahlen Z und B beide pofitiv, oder die eine pofitiv, die an= 
dere negativ. Wären beide negativ, fo ware die Gleichung 


unmöglich. Iſt aber B negativ, oder die Gleichung 
a? = Ay?—Bz?, 
in welcher A und B pofitiv, fo feße man, da = dur f 
theilbar fein muß, = = fx’, woraus 
ay? = fx" +-bz? folgt. 

Diefe Gleichung giebt die drei Bedingungen, daß af quas 
dratifcher Neft von 5, ab quadratifcher Neft von /, endlich 
— bf quadratifcher Neft von a fein muß. Multiplicirt man 
fie mit a, fo fommt (49) =afx'’+abz'. 

Da in diefer Gleihung die Zahlen af und ab beide 
pofitiv find, fo foll angenommen werden, daß die vorgelegte 
Gleihung auf die Form == Ay?—+-Bz? gebracht wors 
den ift, in welcher 4 und B pofitiv find. 

3. Statt der Gleichung v? — Au?+-B fann man 
die folgende vv — 4u? Bw? auflöfen. Jede Auflöfung 
der legtern in ganzen oder auch nur in rationalen Zahlen. ift 
zugleich eine Auflöfung der erften in rationalen Zahlen. Es 
ift daher nicht darauf zu fehen, daß v, u, w immer ganze 
Bahlen find. 

Es werde zuerft angenommen, daß die beiden pofitiven 
Zahlen 4 und B ungleidh find; es fei B die Fleinere von 
beiden. Da nun B quadratifcher Reſt von 4, fo giebt es 
eine oder mehrere pofitive Zahlen zn, Fleiner als 34, und fo 


befchaffen, daß = — 4’xk* eine pofitive ganze Zah ift, 
ER 
* welche den quadratifchen Factor x? haben mag. Da nun 


fleiner al — und, weil n<3A, PT fo iſt 
ABMAA. 
Man ſetze v nAu, fo folgt: 
(n? — Bw —2n dww Au, oder 
AR w—2nww+- Aw” =u?, weil n— B=AAR*. 
Multiplicirt man diefe Gleichung mit L’x*, fo folgt: 
(Lk w—nw) —(n—- ALKE)w— A kru?, 


zu Ya 
und feßt man: 
AkR®u—nw =vu, ku=mu,:n— AAK®=B, 
fo erhält man: 
3) v = dAu”+Bw”. 

Diefe Gleichung ift.der gegebenen ähnlich, aber A’<A ee 

Es laͤßt fih nun nachweifen, daß auch in 3) die obigen 
Bedingungen der Möglichkeit erfüllt werden, wenn diefe Bes 
dingungen in der Gleichung vv — Au?+Bw? ftatt fanden. 

Es fei der größte gemeinfchaftliche Factor der Zahlen 
A und, Ba af, Baht „io muß..d van, 
B von 4’, endlich — a’b’ von f! quadratifcher Heft fein. 

Nun war n— B=AA'K:. In diefer Gleichung 
find B und % relative Primzahlen; denn hätten fie einen ge= 
meinfchaftlichen Factor, fo müßte B durch dad Quadrat defs 
felben theilbar fein, gegen die Vorausſetzung. Ferner. erficht 
man aud diefer Gleihung unmittelbar, daß B quadratifcher 
Neft von 4 ift. 

Es fei p ein Primfactor von B, welcher nicht Divifor 
von AA'K? ift. Alödann ift n=4AA'K”, mod.p, und 
weil, nach der Vorausfekung, A quadratifcher Reſt von D 

‚fo ift e8 auch 4x2, folglih 4”. 

Sft aber der Primfactoe p von B zugleih Divifor von 
4',fo ft Z.4', mod. p, fobald <==0, mod.p. 

Iſt drittens p ein Divifor von B und 4, alfo ein Die 
viſor ihres 'gemeinfchaftlihen Factord f, fo ift zn dur f 
tbeilbar. Sekt man daher n=fv, fo folgt: 

Jv—b =af'k*. 

Da nun b.nicht theilbar ift durch den Primfactor p von 
F; fo iſt es auch a4’? nicht. Es ift daher: -B—aA’r?, 
mod. p, oder wenn mit a multiplicirt wird, — ab=a?k?.4’, 
mod. p, und da nad) der VBorausfeßung — ab quadratifcher 
Reſt von p, oder vielmehr von /, fo ift auch, 4’ quadrati- 
fher Reſt von p, alfo aud) von £ Folglich ift überhaupt 
4 quadratifcher Reft von B. 
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Endlich muß noch —a’b’ quadratifcher Reſt von M ſein. 
Da nun 1—BAAx, fo muß n durch M theilbar 
fein ; feßt man alfo f’v’ —=n, fo folgt: Fr’— = La'k®., 
In diefer Gleichung ift 5° relative Primzahl gegen 7, folglich 
ift es au Ada’k?. Nun iſt A quadratifcher Reft von B, 
folglich auc von f’, alfo auch Aa’’r* quadratifcher Neft 
von f’, und da Aa’ RP Z—a’b’, mod. 5 ifo ft —a’dt 
quadratifcher Reft von f/, w. z. b. w. 

Wofern nun in der Gleichung 3) A’ noch größer als B, 
fo fann man diefelbe auf eine Andere reduciren, in welcher 
an die Stelle von 4’ ein Coefficient A“ tritt, welcher Fleiner 
ift ald 24%, und diefed Verfahren fo weit fortfegen, bis 
man auf eine Sleihung v? = A,nu?-+- Bw? gefommen ift, 
in welcher 4. gleich oder kleiner als B. Diefe Reductionen 
werden Fein Hinderniß erfahren, da, wie bewiefen, die Bedins 
gungen derfelben für jede. Gleichung erfült werden, wenn fie 
für die vorigen erfüllt find. 

Iſt nun v?= Au®-+ Bw? eine reducirte Gleichung, in 
welcher B größer als 4, fo muß die Reduction auf u dabe 
Art fortgefest werden. 

Da A quadratifcher Reft von B, fo nehme man zn? =A, 


mod. B, und es fei m Fleiner ald ZB. Alsdann ift — — 


— B’k*, kleiner als ZB. 

Man feße v=mu—Bu', fo fommt: 

(m? — A)u*—2mBuu’+-B?u” = Bw*, oder 

B'’k?u?— 2muu'f Bu? = us. 

Multiplicirt man mit Bxe, und feht B’ Ku mu mu‘, 

kw=w’, fo folgt: 
(B’k?u— mu‘) = B’w'?-E(m® — BB’/k?)u'?, oder 
v2? = Bw? 4 Au”. 

In diefer Gleihung ift B3 B;ʒ im übrigen ift fie der 

vorigen Ähnlich, und erfüllt die Bedingungen der Möglichkeit 
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eben fowohl ald diefe. Der Beweis hiervon ift dem vorhin 
geführten im WBefentlichen gleich. | 


4. Findet fich aber in der gegebenen oder in einer der 
erhaltenen reducirten Gleichungen Z=B, fo muß die wei- 
tere Reduction auf folgende Art vorgenommen werden. 

Da die Gleihung v? = Bu? Bw? nicht von vorn 
berein unmöglich fein fol, fo gehen die drei hierzu nöthigen 
Eigenfchaften über in die einzige Bedingung, daß —1 qua— 
dratifcher Reft von B fein muß. Denn die beiden andern 
Bedingungen heißen in dem vorliegenden Falle nur fo viel, 
daß B quadratifcher Reſt von B iftz was ſich von felbft ver— 
ſteht. Daß aber die obige Bedingung erfüllt wird, wenn die 
Gleihung v==Bu? + Bu? aus der Reduction von 

' v? = du*-+-Bw* 
hervorgegangen ift, ficht man leicht. Denn da in diefem Falle 
4=B, und n"—B= ABk*, (fiehe oben), fo folgt, 
n—Bv, alſo Bv® —1= Ak? oder AK —1, mod. B, 
Da nun AL quadratifcher Neft von B, fo ift ed aud) —1. 
Zur Reduction der gegebenen Gleichung nehme man nun. 


n=B, fo daß — 
ſo folgt: 


—=B—1, manfeße Bu Bu, 


Blu un: ® = u?-+w?, oder 
(B—1)u? —2Buu'+ Bu” ET 

Es fei nun %? der größte quadratifche Factor von B—1, 
alſo B—-1=B’r?, oder B’k?u®—2BuwW-t- Bu” = w*. 

Pultiplicirt man mit Bxẽ, und ſetzt B’k?u— Bu =v', 
kw=w’, fo folgt v* = B’w” + But, 

In vieſer Gleichung find B’ und B. relative Primzahlen, 
folglich fällt die dritte Bedingung hinweg, oder fie wird von. 
felbit erfünt, Da ferner B’A®1=B, fo ift B quadra= 
tifcher Neft von B’, und weil —1 quadratiſcher Reſt von B, 
fo ift au) B’R® = —1, mod. B, quadratifcher Neft von B, 
folglich auch B- quadratiſcher Reſt von B. 


.. he 


Sobald alfo in der vorgelegten Gleichung die mehrmals 
erwähnten 3 Bedingungen erfüllt find, fo fteht fein Hinders 
niß entgegen, diefe Gleichung nad) und nad) fo zu reduciren, 
daß immer der größere ihrer beiden Goefficienten in einen ans 
deren, beträchtlich Eleineren verwandelt wird. Diefe Reduction 
läßt fi) nun fo weit fortfeßen, bis man auf eine Gleichung 
v-—=u?-4+-Bw* fommt, in welcher einer der Coefficienten 
gleich der Einheit if. Da diefe Gleichung immer lösbar ift, 
ſo iſt hiermit bewiefen, daß die mehr erwähnten drei Bedin— 
gungen, deren Erfüllung zur Auflöfung der Gleichung 

x® = dy?+Bz*? 
erfordert wird, auch zugleich hinreichen. Sie geben daher 
ein Kennzeichen ab, nad) welchem über die Lösbarfeit einer 
vorgelegten, Gleihung &⸗ s 4y°-+ Bz* entfchieden wers 
den kann. 

5, Die Auflöfung der Gleihung v? = u? Bw? er⸗ 
giebt fich fehe leicht. Es ift Flar, daß eine Auflöfung in gan— 
jen Sahlen die Stelle jeder andern vertritt; man betrachte 
alfo v, u, w ald ganze Zahlen. 

Nun ift vv —u?=Bw?; man theile B in zwei Fac⸗ 
toren b, b’, und fee w=pgr,. fo muß v--u ein Divifor 
von Bw? fein, 

Wird alfo vF-u=bp?r gefeßt, fo folgt v— u=b/g?r, 
folglich 2v—= (dp? +bg’)r, Zu=(bp’—b'g’)r, 
w=paqr. 

Nimmt man für p, q, r, beliebige Zahlen, fo erhält 
man aus diefen Formeln die Auflöfung der vorgelegten Gleis 
hung. Mit Weglaffung des gemeinfchaftlichen Factors r 


b 2 b’ 2 2__p 2 
findet fi) v= ——— u- I, w=pgq. 


In diefen Formeln fann man den Zähler p, g beliebige 
ganze, und, wenn man will, auch gebrochene Werthe geben. 
Da aber jede Auflöfung in gebrochenen Zahlen einer beftimm= 
ten Auflöfung in ganzen Zahlen entfpricht, aus welcher fie 
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gefolgert werden kann, fo iſt es uͤberfluͤſſig, fuͤr p und g ges 
brochene Zahlen anzunehmen. 

Indem man nun B auf alle möglichen verſchiedenen Ar: 
ten in zwei Factoren theilt, erhält man aus den angegebenen 
Formeln auch alle möglichen Auflöfungen der vorgelegten Gleis 
dung v””—=u?-+Bw* in ganzen Zahlen. 

B% pie Es fol v =11u2+5W? fein. Man 


a4; für n=4, und feße daher v= Aw — 11 w. 


hat = 
Man Ah (w—4w) =u-+5w”, alfo wenn w—4w’ 


= v’ geſetzt wird, 
v’— u? = 5w"”; 


oder | 
— v ä, vaumo; wWw=pG 
alſo 
2 592 5p2 — a? 
ee, w' = pg- 


Hieraus folgt: 
2 5 2 
* pre, v=5pgt?2g’+10p?, 


Sn der That ift: 
ee Re = 11(g? —5p2)2-5(Spg--g°+5p2)°. 


‚Zweite Abtheilung. 
Sechſter Abſchnitt. 


Von den quadratiſchen Formen der Zahlen. Begriff 
und allgemeine Eigenſchaften derſelben. 


1. Mean man in dem Auddrucde 2 —Dy*, in weldem 
D eine beliebige pofitive oder negative ganze Zahl ift, für die 
unbeftimmten Zahlen € und y nur relative Primzahlen ſetzt, 
fo frägt ſich, ob jede beliebige Zahl, und insbefondere jede 
Primzahl ein Divifor von 2? — Dy? ift, d. h. ob fich für 
jede gegebene Zahl p ſolche Werthe von t und y ermitteln 
laffen, welche feinen gemeinftbaftlichen Factor haben und zu— 
gleich die Größe 2? —Dy* durch p theilbar machen. 

Es ift leicht zu fehen, daß ? — Dy* durch eine Prim— 
zahl p theilbar ift, oder nicht. ift, je nachdem D quadratifcher 
teft oder Nichtreft von p ift. Denn mit D ift immer zugleic) 
Dy* quadratifiher Neft oder Nichtreft von p. 

Es ift alfo Grund vorhanden, die Primzahlen in zwei 
Claſſen einzutheilen, je nachdem fie Diviforen oder Nichtdivie 
foren von 2? — Dy*? find. Ob es Fälle giebt, in welchen 
die zweite Claſſe gar feine Primzahl enthält, ift allgemein zu 
unterfuchen nicht nothwendig *). Es reicht hin, gewiſſe Ei= 
genfchaften und Formen der Diviforen zu finden, durch welche 
es leicht wird, diefe in jedem Falle von den Nichtdiviforen zu 
unterfcheiden. Die linedren Formen der Diviforen und Nicht— 
diforen laffen fich immer durch das Geſetz der Neciprocität fin 


*) Iſt D pofitiv und ein Quadrat, D= g?, fo find offenbar alle 
Zahlen Diviforen von 2 —Dy2=(t—gy)(t+gY)- 


— a 2 


den, wie in dem dritten Abfchnitte gezeigt iſt; von jeßt an 
werden die quadratifchen Formen der Gegenftand der Unter: 
ſuchung fein. 

Es fei p eine pofitive Zahl, Primzahl oder nicht, und 
Divifor ded Ausdrucks 2? —Dy?, in weldem D eine pofitive 
oder negative durch p nicht theilbare ganze Zahl ift, ferner 2 
und y zwei unbeftimmte Zahlen, jedoch immer nur relative 
Primzahlen bedeuten. Der Quotient, welcher hervorgeht, 
wenn man mit p in 2? —Dy* dividirt, nachdem man den 
Sahlen & und y folche beftimmte Werthe gegeben hat, die 


t — Dy* & J 
Te zu einer ganzen Zahl machen, heiße Q. 

Man hat alfo — Dy?=pO. 

Es ift anzunehmen, daß p und y relative Primzahlen 
find. Denn hätten fie einen gemeinfchaftlichen Factor, fo hätte 
aud) t denfelben Factor; alfo wären 2 und y nicht relative 
Primzahlen, gegen die Vorausſetzung. Daher fann man im— 
mer zwei ganze Zahlen x und r fo beftimmen, daß 

i=pae-ry, 
in welcher Gleichung offenbar auch æ und y relative Prim 
zahlen find. 

Setzt man diefen Ausdruck an die Stelle von z, fo fommt: 

(px-+-ry)’—Dy =pP®, 
oder entwidelt: px? +2prxey+(r—D)y?=p0. 
Dividirt man diefe Gleichung mit p, fo fommt: 


pa’ +2r2y 4° —a bb 


2 2 

Es muß alſo — eine ganze Zahl ſein, da alle 
übrigen Glieder der Gleichung ed find; und da p eine relative 
Primzahl gegen y, fo muß 
Man bat alfo: 
QO=pa’+2ray-+gy, r—D=gp D=r’—gp. 


r?—D 


=gq eine ganze Zahl fein. 


— 2). VE 


Die Zahl 0 ſtellt nicht weniger als p jeden beliebigen 
Divifor ded Ausdrucks 2? — Dy* vor, und man erhält daher 
folgenden 

Lehrſatz. Giebt man in dem Ausdrude 2? —Dy* den 
unbeftimmten Zahlen 2 und y nur folche Werthe, welche Feis 
nen gemeinfchaftlihen Factor haben, fo läßt ſich jeder Di— 
viſor O dieſes Ausdrucks durd) einen andern Ausdruck 
px?” +2rxy-+-gy* darftellen, in welchem x und y relative 
Primzahlen und p, r, q ganze Zahlen find, welche die Eigen- 
fchaft haben, daß r— pgq=D. 

Die Zahl D=er?—pg wird wegen ihrer MWichtigfeit 
in den vorftehenden Ausdrücen die Determinante genannt, 
und der gefundene Ausdruck für O heißt eine quadras 
tifhe Form der Zahl O, von der Determinante D. 


2. Eine gegebene quadratifche Form pa?-2rxytgy? 
(F)— fann man durd) Einführung anderer unbeftimmter Zah- 
len an die Stelle von x und y in unendlich viele andere 
verwandeln, Nimmt man vier beliebige Zahlen a, £, z, 6, 
und feßt: 

z max +Py, y=ya'+ody, 
indem unter a’, y’ unbeftimmte Zahlen verftanden werden, 
welche offenbar feinen gemeinfchaftlichen Factor haben, wenn 
x und y feinen foldhen Haben, fo erhält man eine neue qua= 
dratifche Form 

(Pax 2da'y'+oy"”, 

in welcher die Zahlen a, 5, c von den Zahlen a, 4, 7, d 
und p, g, r fo abhängen, daß | 

am pa® +-2raey-gy>, 

b=peß+r(ed+Py)+gr, 

c=pf? +?2rPö-+ g0?, 
wie fih durch die Subftitution der obigen Werthe von a 
und yin Z ergiebt, 
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Multiplicirt man dieſe 3 Gleichungen mit p, fo erhaͤlt man: 
pa=(pe+ry)’—Dy, 
pb = (pe-+ry)(pß-+rö)—Dyö, 
pe = (py-+röj’— Dö%, 
Hieraus ergiebt ſich: 
p? (?—ac)=[(pe-+try)(p@+rö)— DyöJ " 
— Kpf+rY)?— Dy°][(p 8+r0)2— D82]. 
In diefer Gleihung heben ſich, wie leicht zu überfehen, 
mehrere Glieder auf, und man erhält: 
p (d’— ac)= — 2Dyö(patry) (pß+rö)-+ Dy?(pß+rö)? 


Dö?(pa-try)2 
folglich m (pe+ „ 
palb°— ac)... ar Ag 2 
7 =lrlpftr) — (pet) = pP yR—ed), 
folglich 


b’’—ac=D(iyßf—eö)%, 

Die Zahl B?— ac ift nun offenbar die Determinante 
der Form P’, und mag daher nach der Analogie mit D’ be= 
zeichnet werden. 

Die Subftitution, durch welche man von der Form F 
auf die Form F’ überging, oder, um fürzer zu fprechen, die 
Subftitution aus F in war z=ax+ By, y=yac+öy". 

Hieraus ergiebt fich leicht: 

(ed—Ppy)e' = dx — Py, 
Pr-eö)yy' =yx—ay. 

Sind nun x’ und y’ ganze Zahlen, fo find auch x und 
y ganze Zahlen. Daher kann jede Zahl, welche für gewiffe 
Werthe von a’ und y’ durd die Form F’ dargeftellt wird, 
auch durch die Form F dargeftellt werden; d. h. giebt es 
ganze Zahlen x’ und y’, diefelben mögen nun relative Prim— 
zahlen fein oder nicht, weldhe den Werth der Form F’ 
gleich einer gegebenen Zahl L machen, fo giebt e8 aud) 
ganze Zahlen x und y, welche der Form F denfelben Werth 
A geben. Daher ift jeder Werth) von F’ in der Form F 


enthalten, oder die Form F ift in F enthalten. Sol aber 
umgekehrt auch die Form Z in P’ enthalten fein, fo wird ers 
fordert, daß a’ und y’ ganze Zahlen werden, fobald x und 
y in ganzen Zahlen beliebig angenommen find. Diefer Fall 
fann nur dann Statt finden, wenn die Zahl e= ad — Py 
ein gemeinfchaftlicher Divifor der vier Zahlen &, A, y, à iſt. 
Indem nun zuvoͤrderſt nicht angenommen wird, daß «d— 4 
gleich Null ift, fege man aa’ e, P= fe, y=y'e,d=ö'e; 
fo fommt: aö— By =e— (e'ö’— B'yt) e?, 
Und da a’ö’— Ay! nicht glei) Null fein kann, fo folgt, ins 
dem man mit e dividirt: 

(ö— Hy)e=1. 
Folglich Fann e nur entweder = +1 oder e=—1 fein. 

Sftnun Fin F und F in F enthalten, alſo e= +1, 
fo beißen die beiden Formen F und F’ gleicdhgeltende 
oder äquivalente Formen, weil jede Zahl, die durd) eine 
diefer Formen dargeftelt wird, auch durch die andere darges 
ftent wird, 

Da die Determinanten der Formen F und F’ durd) die 
Sleihung D’= De* mit einander verbunden find, fo folgt, 
daß Aquivalente Formen immer gleiche Determinanten haben. 

3. Lehrſatz. Sind zwei Formen F’ und F’ einer 
dritten F äquivalent, fo find fie einander felbft äquivalent, 

Beweid. Die Subftitution aus F in F fei: 

z—=ax+Py, yayatöy, fo — Pyme—=rl. 
Und die Subftitution aus F in P fe: 
mat, yaratröyt, yet. 

Um die Subftitution aus F’ in F'' zu finden, muß man 
a’ und y’ durd) a, y’’ austrüden. Man hat: 
act Pr = a ar My" und yat öy=y'at'zöy". 
Hieraus folgt: | 

(ER) = (RN) ER My", 
(Br—ed)y' = (a y— ya)" (Ay Ne)y" 
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Ehen fo erhält man auch) für die Subftitution auß 7 in P': 
(Ay) = (A) — SAN) y, 
(# y'—a! ö’) y" — —E — a’) at (Ay — dar)y'. 

Da nun à — yme—=Hl, it Ay—e—Htl, 
fo iſt ſowohl die Form F’ in F” als F’ in F’ enthalten; 
alfo beide Aquivalent, 

Anmerfung. In Bezug auf die GSubftitution aug F’ 
in F“ bemerfe man noch, daß 

(ed — Pr (Ar — He) — (e'y—y'a)(" 5 — 8) 
= — a ö(e 8 Pr) +P'r/(ad— Pr) 
= — (Pr) -Py)—=— ee. 

Eben diefe Nelation gilt auch in Bezug auf die Coeffie 
cienten, welche die Subftitution aus 7 in F’ enthält, 

3, Lehrſatz. Mit einer im folgenden $. zu erwähnen 
den Ausnahme Täßt fich jede quadratifche Form auf eine an— 
dere, ihr äquivalente Form zurücführen, in welcher der Coef— 
ficient (25) des mittleren Gliedes nicht größer ift, ald jeder 
der beiden andern Goefficienten (a und c); ohne Nücfficht auf 
die pofitiven oder negativen Zeichen, mit welchen diefe Coeffi= 
cienten in der quadratifchen Form behaftet fein mögen. 

Beweis. In der Form (Fl ax+2bcy-+tcy? fi a 
feiner oder höchftend gleich c, ohne Ruͤckſicht auf die Zeichen, 
und 25 größer als a. Dan nehme nun diejenige ganze Zahl 


j b e 14 
zn, welche dem Quotienten — am nächften fommt, mit dem 


i h —J 
Zeichen dieſes Quotienten ſo iſt m zwiſchen den 


Grenzen +3 und — 2 enthalten, und folglich, abgefehen vom 
Zeichen, b— am Fleiner oder wenigftend nicht größer ald Za. 
Nun werde & a’—my, geſett, fo erhält 
man die Form 
(F') ax +2(b— am) x’y'-- (am? —2bm-Le)y', 
welche der vorigen F Aquivalent if. In der Form 2° ift nun 
der mittlere Goefficint 2(b— am) =2b/, abgefehen. vom 
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Zeichen, kleiner als a und kleiner als 22, alſo d’ Fleiner als 
db. Wofern nun der mittlere Coefficient 25° noch größer iſt, 
ald der letzte «= am*—2bm--c, in der Form P/, fü 
fege man y=y’— na, &'=x”, und nehme für n die 


jenige ganze Zahl, welche dem Bruch Zr am nächften kommt. 


Hierdurch erhält man eine neue Form 
(F"’) a’? — 2 BAR aut kyyll — ur; 
in welcher 25° fleiner ald c’ und b’’ Fleiner als 2° ift. 

So lange alfo der mittlere Goefficient 25 noch größer ift, 
ald einer der beiden andern, läßt fich eine aquivalente quadra> 
tifche Form finden, deren mittler Coefficient 25° Fleiner ift, 
ald der vorige 2d. Da nun die Reihe der abnehmenden, d. h. 
der Null fich nähernden Zahlen b, 54, B“.... nicht ohne Ende 
fein fann, fo muß die Möglichfeit einer weitern Reduction 
auf dem eingefchlagenen Wege einmal aufhören, und dies 
gefchieht, wenn der mittlere Coefficient 25 kleiner oder nicht 
mehr größer ift, alö jeder der beiden andern, a, c. Die Formen, 
welche diefe Eigenfchaft befißen, heißen reducirte Formen. 

4. Es wurde bisher Feine Rücficht auf einen Fall ge: 
nommen, welcher fi) bei den Transformationen aus F in F’, 
F“, ete., welche im vorigen $. angewendet wurden, ereignen 
konnte; nemlich den, daß einer der beiden Coefficienten @, c 
in irgend einer dieſer Formen gleih Null war, Diefer Fall 
fann nur dann eintreten, wenn die Determinante 22 — ac ein 
vollftändiges Quadrat, und pofitiv if, Sollte z. B. in der 
Form P’ die Größe O fein, fo müßte die ganze Zahl m eine 
Wurzel der Gleichung am? —2bm+-c=0, folglih die 
Duadratwurzel aus der Determinante 5? — ac der gegebenen 
Form F eine ganze Zahl fein. Es ift alfo diefer Fall als 
gänzlich ausgefchloffen zu betrachten, 

Jede gegebene quadratifche Form, deren Determinante 
feine pofitive Quadratzahl, ift alfo wenigftend einer reducir- 


ten Form von derfelben Determinante äquivalent, Es laͤßt 
Minding Arithmetik. G 
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ſich aber leicht zeigen, daß die Anzahl der reducirten Formen 
einer gegebenen Determinante immer eine endliche.ift. Denn 
fei 1) D pofitiv, fo fol 25 nicht größer ald @ und. c, alfo 
4b® nicht größer ald ac fein. Da nun ®—ac=D, fo 
fann D nur dann pofitiv fein, wenn die Zahlen a und c ein 
negatives. Product geben, alfo ungleiche Zeichen haben. 

Man nehme an, daß a und c beide pofitiv oder beide 
negativ find, fo ift die reducirte Form immer 

ax? +2bay—oy?, D. 

In diefer Form muß nun 4b?<ac fein, folglich: 
5b?<b?-Lac, alfo 55?<D, oder b<Y(:D). 

Der Zahl d fünnen alfo nur die Werthe 0, 1, 2, 3... 
bis zu der größten in Y(zD) enthaltenen ganzen Zahl gege⸗ 
ben werden. 

Nun it ae=D—b?; man kann alfo für q und ⸗ 
nur höchftend fo viele verfchiedene Werthe erhalten, ald ver 
ſchiedene XTheilungen der Zahl D— 2? in zwei Factoren 
möglich find. 

Iſt aber die Determinante negativ, —ac—=—D, 
ac—b?:=D, fo ift in den reducirten Formen wieder 
4b? Cac, alfo 3d° <ac—b*, oder 36?<D, b<y3D 

Es giebt alfo für jede Determinante nur eine endliche - 
Anzahl reducirter Formen, deren einer wenigftens jede beliebige 
Form von derfelben Determinante äquivalent fein muß. Und 
da jeder Divifor von 2° — Dy* durd) eine quadratifche Form 
von der Determinative D dargeftelt wird ($.1.); fo wird 
auch jeder Divifor wenigftens durch eine diefer reducirten For— 
men fich darftellen laſſen. | 

5. Beifpiel, Dan fol die Form 130: 160y7—5y2 
reduciren, deren Determinante 8?-+5.13 = 129 ift. 

Da 13 größer ald 5, fo muß man mit —5 anfangen, 

Dan erhält m—=—2, da —2 die naͤchſte ganze Zahl 


un ft. Dan fee lp er, y=y'+?%, 


— 


ſo kommt: 
— 5 +2)", oder 
(13-432 — 20) © -+2(8— 10)8’ 4’ —5y'°, 
d. i 26 æ —4ry'—5Y’*, ald redueirte Form. 

Die Determinante diefer Form ift 4-4-5.25 = 129, wie 
die der gegebenen, 

Um die Form 53211160 93y* zu reduciren, 
feße man: = a’ —y', da 1 zunaͤchſt an == Rn Hier: 
durch erhält man die Form 530’?--10x’y 11304, welche 
eine redueirte if. Die Determinante ift in diefem Beifpiele : 

98° — 93x53 = 5? — 30x53 = — 1565. 

Man fol die Form 83 0°-+3800y-+435y* reduciren, 

deren Determinante = 190? — 83.455 = —5 if, 


| Wird, da 2 junädft an 2, z=a/—2y, y—y' 
gefest, fo ergiebt fi fid) die Form: 


83x’ 4-48x’Y 170, 
Wird in diefer Form: y=y’—3x7, ax’ ge 


fest, fo fommt: 
1. Zar 6a ty 7y", 

Endlich reducirt fich diefe Form durch die Annahme: 

alt=, - 
auf die folgende: 2x7-4+-2x2,7,+3y?, mit welcher die Auf⸗ 
gabe gelöft ift. 

il man nun eine Subftitution finden, durch welche 
man direc von der Form: 88 0?--380xy--435 auf die 
reducirte Form: 2x7 +2x, y,+87? übergehen Ffann, fo nehme 
man die oben gemachten Subftitutionen zufammen,: wie folgt: 


«= «“—2y, y=Yy; 

am a, y=yt-3a, 

x 7 ee, yv=y"—3%, 
alt= %,—Yı> Y'=Yı, 

x = 7x,—9Y,; yz=-—3ı, +4r.- 
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Diefe Subftitution ift äquivalent, da: 4.7—3.9=1. 
(cf. $. 3.) | 

6. Nach der in $, 4, und 5. gegebenen Theorie ift es 
auch leicht, fämmtliche reducirte Formen eines gegebenen Des 
terminanten zu finden. Died mag an den Beifpielen der Dee 
terminanten 415 und —15 gezeigt werden. 

Es fi 1) D=-F15, fo muß ($. 4) d Kleiner fei als 
Yz.15 oder y8, alfo Fann d nur gleich Null oder >= 1 fein. 

ft nun 1) b=0, ac=15, fo fann man fegen: 


a 1; 
az 3, c= 5 
amd, ei 
1, ed, 


Hieraud ergeben fich die reducirten Formen: 
x —15y°, 30 —5y°, 5x°—3y*, 15x? —— 
Man kann, um dieſelben paarweiſe zuſammenzufaſſen, 
ſchreiben: 
⏑— a 
Es ſei 2) 5—=1, aco=14; fo ift zu bemerfen, daß a 
und c nicht Kleiner ald 2°. 2 fein dürfen, wenn eine redus 
cirte Form entftehen fol. Alfo Fann z. B. a nidt =1 ge- 
fegt werden. 
Es bleiben alfo die Fälle: 
a, 0 =7, 
Bund, Ce 
welche die Formen geben: 
22° -+-202y—7y”, und 
70° +20y—2y?. 
Beide Formen laſſen fi) in dem Ausdrude: 
+(20°+22y—7y°) 
sufammenfaffen, in: fofern zwifchen den unbeftimmten Zahlen 
sc und y Fein weiterer Unterfchied gemacht wird. | 
Im Ganzen erhält man alfo 6 verfchiedene reducirte 
Formen von der Determinante 15. 
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Fuͤr die Determinante —15 ergiebt fih ac—b* =15, 
B<Ly:15, 5<Y5. Man kann alfo > nur nehmen —=(, 1,2. 


».1) (0, 40- 165 a=1,o=1, 
nu ud, 
YY r=l, c= bh, a =. 0* 8, 
=4,c=4 


a 
3) .5=2, ao 19 läßt fid) nicht zerlegen, da = 
‚und o wenigftens —=4 fein müßten. 
Es ergeben fich alfo die reducirten Formen: 
‚a2415y?, 302+5y*, 20*-+2x0y8Y° , 4?4-2cy-+4y®. 
Da zwiſchen den Formen o®-+15y* und 15x°-4-y°, 
oder 3n2-4-5y2 und 5ar4-3y2 fein wefentlicher Unterfehied 
ift, fo brauchten z. B. in dem obigen Anfase für bSO die Falle: 
a5, ce wald, c=A1 

nicht befonder& aufgezählt zu werden. 

O6 unter den verfchiedenen reducirten Formen von einer 
gegebenen Determinante noch dquivalente find, wird fpäter 
unterſucht werden. 


6. Lehrſatz. Zwei Formen 
(F) an? -+2bxy-cy” und 
( F’) a oc’? 2%’ a’y't c’ er 
von gleicher Determinante 
B_-ac=b"—al'=D, 
deren erfte Coefficienten beide einander gleich, nemlich beide 
= a find, und in welchen entweder DE, mod.a, oder 
au) DZ —b', mod. a, find dquivalent *). 
Beweis. Man fie —=a—ny, yy, ſo geht 
die Form F' über in die aͤquivalente 
ax? + 2(b’ —an)cy-+(an® —2b'n4-c')y? (f}. 
Da nun , ınod. a, fo fann man die ganze Sahln 
fo beftimmen, daß ’—an= tb; alödann ift auch, weil 


*) Sobald. eine Zahl wie bier @, als Modul gebraudyt wird, fo 
ift fie immer abfolut, d. h. ohne Rüdficht auf ihr Zeichen zu nehmen. 
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bie Determinanten beider Formen F und gleich find, 4 
anꝰ — -Y=c 
und die Form F folglich auf die Form F gebradht. — ‘ 
Da nun die Eubftitution aus F’ in F eine äquivalente 
ift, fo find die beiden Formen F und F’ äquivalent, 

Lehrfas. Zwei nicht äquivalente Formen von einers 

lei Determinante fönnen nicht diefelbe Primzahl varftellen. 

Beweis. Es feien die beiden Sormen F und F’; die 
erfte ftelle die pofitive Primzahl p- dar durd) die Werthe 
c=m, y=n, die zweite ftelle diefelbe Primzahl p dar durd) 
die Werte &=m’, y—=n’', fo daß für diefe Werthe zus 
glei F=ep und p. 

Da m und n relative Primzahlen fein müffen, fo laſſen 
fi) zwei Zahlen w und » finden, welche der Gleichung 
mv—nu=1 genügen. 

Setzt man nun 

z=mutuv, y=nu-vv, 
fo geht die Form Fin eine Ääquivalente p über; nemlich: 
(ppuꝝꝰ +2quu--rv?, 
in welder ® —pr—=D=b?—.ac, alfo =D, mod.p. 

Auf gleiche Weife fann man: zwei Zahlen a’ und v’ finden, 
welche der Bedingung m’v’—n'u'—1 genügen; und feßt 
man wieder: —=m’wW-uv, y=n'ufrvv, fo geht 
die Form P’ über in eine dquivalente: 

(P)pu”+2g’Wv’+r'v", 
in welder 9°—pr’=D alfo "=D, mod.p. =. 

Nun ift befannt, daß, weil p eine Primzahl ift, die Sons 
gruen; &® =D, mod.p, nur zwei verfchiedene, d. h. nad) 
dem Modul p nicht congruente Auflöfungen zuläßt, und zwar 
ift eine derfelben g, fo .ift die zweite —q. Es ift alfo ent= 
weder gg’, mod.p, oder g>—g/, mod.p. Die For⸗ 
men p und * find folglic) (nad) dem vorigen Lehrfaße) aͤqui⸗ 
valentz folglich find aud) die Formen F und F’, welche beide 
diefelbe Primzahl p darſtellen, einander Aquidalent, w. z. b. w. 
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Bufaß. Hat man unter allen reducirten Formen von der 
Determinante D diejenigen auögewählt, von welchen feine einer 
andern äquivalent ift, fo erhält man eine Anzahl von Formen, 
welche fämmtliche Diviforen von 2—Dy* darftellen. Jede dies 
fer Formen, wenn fie überhaupt pofitive Primzahlen darftelit, ent» 
hält diefelben aud) ausfchließlich, nach dem obigen Lehrfage, 


Siebenter Abſchnitt. 


Ueber die quadratifchen Formen von negativer 
Deterniinante. | 

1. Es ift zweckmaͤßig, zuerft die Formen von negativer 
Determinante zu unterfuchen, weil die Theorie, derfelben die 
einfachere ift. Unter den Buchftaben F wird alfo im Folgen» 
den eine quadratifche Form ax? +2bacry +cy* verftanden, in | 
welder a, c gleiche Zeichen haben, und  — ace=—D eine 
negative, alſo D=ac—b? eine pofitive Zahl ift. 

Man ficht leicht, daß, welche Werthe auch die Zahlen 
x und y erhalten mögen, die Form F ftetd eine pofitive 
Zahl rn darftellt, wenn a und c pofitiv, oder eine negar 
tive, wenn a und e negativ. In dem zulest genannten 
Galle fann man ftatt der Form F die Form — F betradhten, 
in welder —a und —c pofitiv find. Daher ift immer 
anzunehmen, daß in der Form Fa und c pofitiv find. Fer⸗ 
ner wird die durch 7 dargeftclte Zahl r nur dann: gleich 
Null, wenn =0, y=0, Denn multiplicirt man fie mit 
a, fo erhält man an= (ax -+by)’-- Dy?,: woraus; fid) 
die Richtigfeit der eben gemachten Bemerfungen ergiebt: 

Lehrſatz. Die Form F fei eine reducirte Form, alfo 
2b Fleiner, oder doch nicht größer ald a und c, fo find @ und 
e die Fleinften Zahlen, welche die Form F darftellt, 


Beweis. Man erhält offenbar nicht die Eleinften Bab: 
len, welche in der Form F enthalten find, wenn man dad 


ar 
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mittlere Glied 2 bay eine pofitive Zahl fein läßt. Man nchme 
daher an, daß eine der beiden Zahlen x und y negativ fei, 
wenn b pofitiv gegeben war. Es Fann daher die Form F 
folgendermaßen gefchrieben werden: 
ax®—2bxy-oy?, 
in RR. x und y, fo wie d, pofitiv find. Für beftimmte 
pofitive Werthe von x und y ftele diefe Form die Zahl p 
dar, fo daß: 
ax —2bzy-cy?” =p. 

Bon den Sahlen e und 7 muß eine nicht größer fein, 
als die andere; diefe fei y, fo daß entweder c—=y oder © 
größer als y. 

v Blender man die Zahl m um 1, fo ergiebt fich eine 
neue Sahl p’, welche aber nothwendig vofl itiv ift, nemlich: 

= a(x—1)’—26dy (c—1)+cy? =p—2axr-+a—2y, 
Sa p= p-2b(e —y)— x(a—2b)— ale —1). 

Da nun feine der Zahlen &—y, a—2b, c—1, nad) 
den Vorausfegungen, negativ fein kann, fo ift p’ offenbar 
kleiner als p. 

Indem man alfo in der reducirten Form P die größte, 
oder, wenn beide gleich find, eine beliebige der beiden unbe- 
ftimmten Zahlen oe und y um 1 vermindert, erhält man im= 
mer’ fleinere Zahlen, welche durch diefe Form dargeftellt were 
den. Man Fommt aber zulegt nothwendig auf die Werthe, 
welhe #7 fir e=y=1, fodann für =1,y=0 un 
c—=0,y=1 erlangt; diefe find a&—2b-Lec,a, co, die 
lesten in der Reihe der abnehmenden Zahlen p, p‘, etc., und 
alfo die Fleinften. Da ferner 25 nicht größer als a und c, 
fo it a—2b-+e nicht Fleiner als a und c, und folglich find 
a und c die Fleinften in der Form F enthaltenen Zahlen. 


Zuſatz 1. Sind alſo F und F zwei verſchiedene 
reducirte Formen von gleicher negativer Determinante, von 
denen die erfte die Fleinften Zahlen @ und c, die zweite die 
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Fleinften Zahlen a’ und c’ enthält; fo find die beiden For—⸗ 
men F und F’ nicht äquivalent. 

Denn wären fie äquivalent, fo müßten die Fleinften Zah— 
fen, welche die eine Form darſtellt, auch zugleich die Fleinften 
in der andern Form enthaltenen fein. Died ift aber in den 
beiden reducirten Formen: 

F) ax +2bxy-+ cy* und 

F) aa’ +2b'ayrcy? 
nur dann der Fall, wenn a=a‘, c—=c/, oder auch a’=c, 
a=c. In beiden Fällen würden die Formen F und P 
nicht verfchieden, fondern identiſch fein. 

Zuſatz 2. Iſt a die Fleinfte in einer reducirten Form 
enthaltene Zahl, fo ift es nicht möglich, der Gleichung 

ax®—2bay-tcy?” = a 
auf andere Weiſe zu genuͤgen, ald indem man feßt: = +1, 
oder auch, wofen a=c, y=+1. 

Beweis. Wäre in der vorftehenden Gleichung a groͤ⸗ 
ger ald 1, fo koͤnnte auch y nicht gleih Null fein. Alfo 
würde fich eine diefer Zahlen um 1 vermindern, und dadurch, 
nach dem obigen Lehrfage, eine Zahl darftellen laſſen, welche 
fleiner ald a fein würde, gegen die Vorausſetzung. 

Es ift auch) Flar, daß ae nicht gleich Null fein Tann, wo= 
fern niht o=a, alſo y„=1. Denn folte z=0, alfo 
oy°=a, nicht aber c=a fein, fo widerfpräche die Gleis 
hung oy?=a der Borausfesung, nad) welcher c größer 
ald « ift. 

2. Lehrſatz. Es fei wiederum (F) ax?+2bay-+cy? 
eine redueirte Form von negativer Determinante, und a die 
Fleinfte in denfelben enthaltene Zahl, alfo « Fleiner ald c oder 
böchftend ac. Auch werde angenommen, daß die-Bahlen 
a, 2b, o nicht alle drei einen gemeinfchaftlichen Factor haben, 
Nun werde eine Primzahl p (größer als a) dur) die Form 
F dargeftellt, indem man e=m, y=n fest; diefelbe Prims 
zahl werde auch dargeftellt, indem man c=m, y—n’ 


fest, fo läßt fich beweifen, daß entweder m’ = mt", oder 
n’—=n'", in dem befonderen Halle aber, wenn a=c, entwe⸗ 
der m? = m” oder mn" und mean: iſt. 
Beweid. Man hat: 
1) am’--2bmn-cen’ = p. 
2) am’-2bmn+ en” = p. 

Multiplicirt man die erfte diefer Gleichungen mit m’n’, 
die zweite mit mr, und fubtrahirt, fo kommt: | 
3) (amm’—cnn’)(mn’—nm') = p(m’n'’— mn). 
Folglid) muß das Product auf der linfen Seite in der Ok 

dung 3) durch p theilbar fein. 
Man nehme nun zuerft an, daß mn’— nm‘ durd) p 
theilbar fei. 
Werden die beiden Gleichungen 9 und 2) mit a mul⸗ 
tiplicirt fo kommt: 
4) (am--bn)’-+-Dn? = ap, 
5) (am’+-bn‘)”’ 4-Dn'” = ap, 
wo D=ac—b* eine pofitive Zahl ift. 
Diefe Gleichungen wiederum mit einander multiplicitt, 
geben: | 
6) [Kam-+bn)(am’-Fbn/)+Dnn‘‘ 
+ Din’ (am+bn)Fn(am’--bn‘)) = a?p® 
In diefer Gleichung gehören die obern Zeichen zufammen, 
eben fo Pie untern; fie ftellt daher eigentlich zwei verfchiedene 
Gleichungen dar, welche beide immer Statt finden. „Hiervon 
fann man fic) aud) leicht durch Entwicklung der darin vors 
kommenden. Druadrate überzeugen, welche unmittelbar das 
Product aus den beiden vorhergehenden Gleichungen giebt. 
Wählt man nun die oberen Zeichen, fo ift: 
(am--bn) (am’-+bn')+(ac—b*)nn’ 
= [amm'--b(mn’--nm')+cnn]a, 
und n’(am+-bn)—n(am’--bn‘) = (n’'m—nm‘)a; folg= 
lich geht die Gleichung 6), nad) Aufhebung des gemeinfchaft- 
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lichen Factors a*, über in: 
[am m’ -+b(mn’--nm’)+ enn']’+ D(n"'m—nm‘)’ =p®. 

Da nun n’m— nm’, nad) der Voraudfekung, durch 
p theilbar ift, fo ift diefe Zahl entweder gleich) Null, oder 
wenigftend glei) p. In dem letzteren Falle wäre aber Dp* 
größer als p?, folglih müßte das erfte Glied in der vorftes 
henden Gleichung negativ fein. Dies ift aber nicht möglich, 
da dieſes Glied ein Quadrat ift. Alſo ift nothwendig 

mn’ —nm' = (0, oder = IL 
n n 

Nun find die Zahlen m, rn, fo wie m’, n’, relative Primzah⸗ 
len, wie aus den Gleichungen 1) und 2) zu erfehen, da p 
eine Primzahl iſt; alfo koͤnnen die Brüche * und = nicht 
anders gleich fein, aldö wenn m=H4+m', n=+tn, 

Es fei nun zweitens mn’— nm’ nicht theilbar durch p, 
fo folgt aus 3), daß 

am’m—cnn’ __ m'n'—mn 
p D —nm PR 

eine ganze Zahl fein muß. 
Man nehme nun die Öleichung 6) mit den urtern Zeichen. 


(am-fbn) (am'+-bn‘)— Dnn‘, 
— a(amm’—enn')+-b[a (mn’-nm)-2bnn‘], 
und | 
n’(am--bn)n(am’--bn’)= almn’--nm')-+-2bnnt. 
Multiplicirtt man die Gleichung 4) mit n‘* und 5) mit 
n®, fo erhalt man durch Gubtraction: 
nꝰ (am--b nn)’ —n? (am'’+bn‘)” = ap(n”—n?); 

folglich ift entweder: 

nam LINE ar RER Ya 
oder 
n'(am-Fbn)— n(am'’-bn’)=a(mn’—nm!) 
durch) p theilbarz und da, nad) der Vorausfegung, weder a 
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noch mn’— nm’ durch p theilbar ift, fo ift es 
a(mn' nm) +-2bnn. 
Daher werde diefe Zahl = pr gefeßt, und es iſt r eine ganze 
Zahl. Da ferner amm’— cnn'=pg, fo ift: 
a(amm'—onn‘) + b[a(mn'+ nm‘) + 2bnn]= (ag+br)p; 
und man erhält daher, indem man diefe Werthe in die Glei- 
hung 6), mit den untern Zeichen genommen, fubftituirt: 
(ag+dr)?’p® + Dp?r? = a?p?, oder 
(ag-F-br)’-+-Dr® = 0? 

Hieraus ergiebt fic), wenn man das Quadrat (ag+br)? 
entwickelt, und für D feinen Werth D=ac—b? fekt, aud) 
den gemeinfchaftlichen Factor = wegläßt: 

7) ag+2bgr+to’=« 

Aus diefer Gleichung folgt nun, nad) Zufaß 2. des vori- 

gen $., wofern nidt ac, 92 4. Alſo ift 

g= — = +1, oder — —1, 
folglich entweder: 
an’ —-nm=n'm—nm’, alfo: (m’ —m)n’ =(m—n‘)n, 
d.h. (m’—m)(n’+n)==0, oder m'n— nm=—n'm-+nm’, 
d. h. (m’+ m) (n'—n)=0. 

Es folgt alfo auch in dieſer Vorausſetzung, daß entwe⸗ 
‚der m’'=m, ode m =—m, oder n=n, ven =—n 
fein muß. | 

Iſt ac, und d nicht gleih Null, fo kann man in 
der zulekt gefundenen Gleihung 7) auch r?=1 feßen. In 
diefem Falle erhält man aus der Gleichung 7) 

eg r2bgra= a, 
folglihd (ag +2d)g=0. Sollte nun agt+2»=0 fein, 
fo folgt, da a nicht Fleiner ald 25, aß g—=— 1, a—m2b 
ift. Da nun auch a==c, fo erhält man hierdurch he qua⸗ 
dratifche Form: 2502-2 bey -2by?, welche offenbar 
feine Primzahlen darftellen fann, Da die gegebene quadratifche 
Form niemals eine folche fein fann, wie die vorfichende, fo 
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folgt, daß g=O gefegt werden muß. Alsdann ift 
_ mer) gleich Null, folglich mm’ —nn!=0, 


, 
m N AB: — 
und m=+tn,n=Ttm. 
alſo m’ \ tg 


Iſt a=c und 22=0, fo erhält man die Form 
ax®-Lay?, in welder alfo a=1 fein muß. 

Aladann ft D=+1, mn? =p, m”+n"=p 
Die Gleichung 6) ergiebt daher: 

(mm’ tnn')’ + (mn’ Fnm')’=p® 
Dagegen giebt die Gleihung 3) in diefem Falle: 

(mm’—ınn‘) (m ni nm) p (m’n'— nm). 

Alfo ift entweder mm’— nn’ oder «mn’— nm’ durch p 
theilbar, Im erfteren Tale folgt, weil 

(m m’ — an)" + (mn’--mm’)’ =”, 
daß mn’ nm =0; im zweiten Sale muß mm’-nn’ 
—=0 fein, weil (mm’-+ nn)’ + (mn — nm‘) = p* if. 
Alfo ift entweder m= Hm’, oder au) m=+n. 

Zuſatz. Sol eine Primzahl p durch die reducirte Form 
ax? +2bxy--.cy? dargeftellt werden, fo erhält, wie eben 
bewiefen, eined der Duadrate ac®, y* immer nur einen be 
ftimmten Werth, wofern überhaupt die verlangte Darftellung 
der Zahl p durch F möglich ift. Es fei dies z. B. 7°, welches 
nur den Werth r? erhalten kann. Alddann hat man: 
(aXxtbn)--Dn’=ap, und (ax +bn)’+-Dn?=ap, 
folgih (acHtbn) ={ax’+bn)?. Nimmt man in diefer 
Gleihung die beiden obern, oder die beiden untern ' Beichen, 
fd folgt am = ar’, x. 

Nimmt man abe axtbn=ax’—br, d.h. übers 
haupt, giebt man dem rn in beiden Ausdrüden ungleidje Zeis 
chen, fo folgt: 

2bn 
a(x’— a) 26n, oder: mat 


Da nun ©’ eine ganze Zahl fein fol, fo muß = eine 


a A 


golde fein. Aus der Gleichung ax? +2ben-ten?=p, ' 
welche vorausgeſetzt ward, folgt aber, daß a eine relative Prims 
zahl gegen nz iſt; folglich muß 25 durch) a theilbar, und, 
weil 25 nicht größer ald a, 2d=a fein. Im diefem Falle 
erhält man alfo für =® zwei verfchiedene Werthe, nemlich 
x und (e-t-n)’, während „’=n? ift. Daffelbe Refultat 
ergiebt fi, wenn man an tr = —(ax’+bn) fest. Mit 
Berücfichtigung der im Laufe, diefes $. erwähnten Ausnah— 
men fann man alfo behaupten, daß eine Primzahl ſich durch 
eine quadratifche reducirte Form von negativer Determinante 
nur auf eine Weife darftellen läßt. Sft a= 22, fo ift im> 
mer eine doppelte Darftelung, wenn aber a=c, nur eine 
Bertaufhung von x und y möglich. 


3. Aufgabe. Die Gleichung ax?--2d xy cy’=n 
aufzulöfen, vorausgefeßt, daß bD—ac = —D eine negative 
Zahl ift. 

Aufloͤſung. Dan multiplicire die Gleichung mit a, 
fo erhält man 

(o DIe =an 

Setzt man: actdy=u, ſo iſt v+Dy?’=an. 

Um nun zunaͤchſt die letztere Gleichung aufzuloͤſen, be— 
rechene man die Werthe, welche die Zahl an — Dy* erhält, 
wenn man y nach und nach gleich O, 1, 2, 3, etc. feßt. Da 
die Zahl u = an— Dy* nothwendig pofitiv ift, fo kann 


y nie größer werden ald ve). Finden fi) nun unter den 


bis zu diefee Grenze vorfommenden ganzen Zahlen eine oder 
mehrere, welche für y gefest, die Zahl an — Dy* zu einem 
Duadrate machen, fo erhält man eben fo viele verfchieden, 
Auflöfungen der Gleihung + Dy?=an. Findet ſich 
fein Werth von y, fo ift die Gleichung unmöglid). | 
Hat man nun u=a, y=P gefunden, fo ift hier: 
aus noch der Werth von = zu beftimmen. Nun ift entweder 
ax-+-bf=e, oder act? =—e, oder an —bf=a. 
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oder am — —«, daher 
== +(* sa), oder —— 


Bon den hieraus hervorgehenden Werthen von x find 
nur die in ganzen Zahlen erfcheinenden brauchbar ; die gebroches 
nen dagegen zu verwerfen. 

4. Die im vorigen |. gegebene Methode ift in fo fern 
völlig befriedigend, als fie ale möglichen Auflöfungen der vors 
gelegten Gleichung liefert. Allein fobald 2 eine große Zahl 
ift, fann die Berechnung aller Werthe von an — Dy*, welde 
zur Auflöfung der Gleihung u? =an—Dy* führt, weits . 
läufig fein. Es ift daher erwuͤnſcht, eine Methode zu befisen, 
durch) welche man die Anzahl der Verſuche verringern kann. 

Zu dem Ende nehme man eine beliebige Zahl e, und 
ſuche die Reſte d und nz, welche die Zahlen D und N durch e 
dividirt laffen. Soll nun die Gleichung u?--Dy*—=N gelöft 
werden, fo ift Flar, daß man für z und „nur foldhe Zahlen 
wählen darf, welche der Bedingung u®-+-dy?=n, mod. e, 
"genügen. Iſt alfo ß eine pofitive Zahl, Fleiner als e und 
quadratifcher Nichtreft von e, fo darf man y nicht fo wählen, 
dag A-+-dy®=n, mod. e, oder dyyP’=n— Pf, mod. e. Es 
fei nun de =Zn— Pf, mod. e, fo darf y nicht von der Form 
em +« fein, wodurd) aus der Reihe der für y zu verfuchens 
den Sahlen O0, 1, 2, 3, .... einige ausgefchloffen werden, 

Mit Hülfe anderer Zahlen fann man die Ausſchließung 
beliebig fortfegen. 

Wenn man auf diefe Weife zur Ausfchliegung fammts 
licher für y zu feßenden Zahlen gelangt, fo iſt die Unmögs 
lichfeit der vorgelegten Gleichung bewoiefen. 

Beifpiel, Es fol die Gleichung u?+13y? = 33934 
in ganzen Zahlen gelöft werden, Zuerft fei die ausfchlie= 
Gende Zahl e=4, fo ift 339542, mod. 4, und 131, 
mod. 4, alfo muß man haben: 

uꝰ 45 2, mod. 4. 
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Nun Fann u? nidt Z2, und nicht Ss fein, Be. 4,5 
daher darf y nicht fo befchaffen fein, daß »»— oder 
yPZz=2—-3Z=3, mod.4 Die Bedingung en ſchuͤßt 
gar feine Form von y aus; dagegen „0, mod. 4, lehrt, 
dag man für y feine gerade Zahl feßen darf. Bon den 51 


Sahlen zwifchen 1 und las, 


zufchließen, und es bleiben daher nur noch die folgenden 26, 
welche Werthe y fein Fünnen, nemlich: 
41.3.5.7.9.11.13.15.17.19.21.23.25.27.29.31. 
33.35 .97.39,41.43.45',47,49. 51. 

Es fi e=5, fo muß u" +3y?=4, mod.5, fein. 
Nun ift u nicht =2, und u? nidt = 3], mod. 5, alfo 
find alle die Werthe von y auszufchließen, für welche 

2-37 =4, 3+3y°Z4, mod. 5.; 
Died giebt: 
35* S 2, mod.5, und 3y2 =1, mod. 5, 
alſo y=4 yZ2, mod. 5. 

Da nun y? entweder =1, oder =4, mod. 5, fo fine 
det man, daß diefe Bedingungen nicht Statt enden fönnen, 
außer wenn yZ=Z +2 oder y=—2, mod.5, fo daß 
3yZ=2, alfo y„=4, mod.5. Folglich darf y nicht von 
der Form 52 +2 fein; und da nur noch ungrade Werthe 
von y übrig find, fo darf Y Feine Zahl von der Form 
40n--7, 10n +3 fein. Hiermit werden die folgenden 10 
Zahlen ausgefihloffen: 3, 7, 13, 17, 23, 27, 33, 37, 43, 47, 
Es fi e=]7, fo muß u+6y?=5 fein, mod. 7, Die quas 
dratifchen Nichtrefte von 7 find 3, 5, 6; alfo darf y Feiner der 
folgenden Bedingungen Genüge thun: 6y’=2, 6y’=0, 
6y°=6, mod. 7, welche einerlei find mit: | 

yvz=5 YPZz=0, y*=1, mod.7. 

Die Bedingung 52 S 5 giebt nichts; dagegen lehren 
die beiden andern, daß y nicht von den Formen 7n, 7n--1, 
7/n-+6 fein darf, Folglich werden die Zahlen: 1,7, 13, 


find alfo alle graden aus—⸗ 
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15, 21, 27, 29, 35, 41, 43, 49 ausgeſchloſſen, unter wel« 
‚chen ſich die folgenden 7 befinden, welche bisher noch nicht 
ausgefchloffen waren: 1, 15, 21, 29, 35, 41, 49. 

Es bleiben folglich zum Verſuch nur noch die folgenden 
9 Zahlen übrig: 

PR HRRES WORTE E79, 1290), 06:3 DORT RE. EVER 

Bon diefen fihließt man durch die Zahl 11 noch bie 
folgenden aus: 9, 11, 31, 45; der Verfuch ift daher nur 
noch mit den folgenden 5 zu machen: 5, 19, 25, 39, 51; 
wofern man nicht weiter. gehen will. 
= Bon 'diefen Zahlen giebt aber nur 51 eine Auflöfung, 
nemlih: . 4112 -443,512 = 33934, 

Zu ausfchließenden Zahlen wähle man bloß Primzahlen ; 
oder Potenzen von Primzahlen; da man mit dem Product 
zweier ungleichen Primzahlen oder ihrer Potenzen nur dies 
felben Zahlen ausfchließt, welche durch die befondere Ans 
wendung der Factoren ſchon auszufchliegen waren, 

4 In dem Beifpiel des 5.3, fonnte man auch auf _ 
einem andern Wege zum Ziele gelangen, nemlich durch Aus: 
ſchließung der unbrauchbaren Werthe von u. Zuerft find für 
u nur folche zahlen brauchbar, welche geben: u=33934, 
mod. 13, oder: v„2=4, mod. 13. Folglih darf man für u 
nur Zahlen von der Form 13n+2 feßen; alfo: 13r 42 
und 13n +11. Ferner muß u +y?=2 fein, mod. 4, alfo 
u ungrade; folglich find für u nur die Zahlen von den Fors 
men 26n +11 und 2652 4 15 zu feßen, 

Da man nun im Ganzen für u 184 Verfuche zu machen 


hatte, fo wird jeßt die Zahl derfelben auf = — 14 beſchraͤnkt; 


nemlic) auf die Zahlen: 

26 +11. 11, 37, 63, 89, 115, 141, 16%. 
%6n-+15. 15, 41, 67, 93, 119, 145, 171, 
Bedient man fi) nun der audfchliegenden Zahl 5, fo 

erhält man: 
Minding Arithmetik. H 
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u? +3y?2=4, mod.5; 
und da y? entweder =0, oder=4, mod.5, fo ift y?=0, 
3, 2, al 2 =4 ui, WZ2, mod. 5. : 

Aus den Bedingungen v1, u?Z4 ergiebt ſich, daß 
a. nur von einer der Formen 5n +1, 5nt2 fein darf; alfo 
find alle diejenigen Zahlen aus den obigen Reihen zu ſtrei⸗ 
chen, welche durch 5 theilbar find. 

Es bleiben alfo noch: 

11, 37, 63, 89, 141, 167; 
41, 67, 93, 119, 171. 

Die ausſchließende Zahl 7 giebt: u +-6y*==5, mod, 7, 
oder vv? —=y’45, mod.7; da nun y®=0, 1,2,7, mod.7, 
fo muß v5, 6, 7,9, v5. u”’=0,2,5,6 fein, mod. 7. 
Da aber 5 und 6 quadratifche Nichtrefte von 7 find, fo find 
nur die beiden erften Bedingungen brauchbar, diefe geben: 
u=7/nu=7n4J3, oder v=7n, 7/n-43, 7/n-4. 

Hiernach bleiben nur noch die folgenden Zahlen übrig: 
11, 63, 67, 119, 171, 

Nimmt man endlich noch die ausfchließende Zahl 11, fo 
ift u +2y°=10, mod. 11, und y„=0,1,3,4,5,9, 
alfo 2720, 2, 6, 7, 8, 10, daher folgt: v0, 2, 3, 
4, 8, 10, mod. 11, von welchen Bedingungen nur die fols 
genden brauchbar find: 0, 3, 4 Diefe geben u=1lr, 
41n+5, 11n +2, oder 11n, 11n +2, 11n+5, 1in+6, 
4in +9. Laßt man alle andern Formen von z weg, fo 
bleiden noch die Zahlen 11, 119, 171. 

Bon diefen Zahlen giebt nur die erfte, 11, eine Auflöfung. 

5. Diefelbe Methode läßt fi) auch auf die ſchon früher 
behandelte Congruenz &=a, mod. p (in welder p eine 
Primzahl bezeichnen fol), anwenden. Diefe Congruenz gilt 
der Gleichung: a —=a-tpy gleich. Um fie aufzulöfen, 


braucht man für a nur alle Zahlen von O bis 


ſuchen, und man erhält folglich für y eine Grenze, nemlich 


Be zu vers 
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(WE: 


.Es ſei nun e die ausfchließende Zahl, und 


ß ein quadratifcher Nichtreft von e, Fleiner ald e. Loͤſt man 
nun die Gleihung pyy—a=f, mod, e, und erhält „=, - 
mod. e, fo datf man für y Feine Zahl von der Form 
en+g feßen, weil font  =ps+a=f fein müßte, was 
nicht möglich ift, da 4 quadratifcher Nichteeft von e. Auf 
diefe Weiſe kann man beliebig viele Werthe von y ausfchlies 
Gen, und denjenigen, Werth von » finden, welcher pofitiv 
und fleiner ald 3 p ift, aus dem fich alle möglichen Werthe 
von ae fehr leicht ergeben, 


Achter Abſchnitt. 

Weitere Ausführung der Theorie der Kettenbrüche. 

1. Im erften Abfchnitte ift die Theorie der Kettendrüche 
fo weit. behandelt worden, als diefelbe zur Auflöfung einer 
unbeftimmten Gleichung des erften Grades nüßlih if. Da 
aber diefe Theorie bei der Unterfuhung der quadratifchen 
Formen von pofitiver, nicht quadratifcher Determinante viels 
fache Anwendung zuläßt, und da fie, felbft abgefehen von 
diefer Anwendung, von vorzuͤglicher Wichtigkeit ift, fo fo 
diefelbe jeßt etwas ausführlicher dargeftelt werden, Daher 


follen die Saͤtze und Zeichen des erften Abſchnitts wieder 
aufgenommen werden, - 


Es fiy= en 
P ch. 44 
0% - +1 
* 
ein Kettenbruch, deſſen Naͤherungswerthe nad) $. 6. gefun⸗ 
den werden, wenn man. die Zähler derſelben mit A, die Nen⸗ 
92 


— 16 — 


ner mit 3 bezeichnet, und die verfchiedenen A und B durd) 
die Zeiger 1, — wie: 2 — 0 025 —9 BEN uns 


terfcheidet: | 
A, =, BF, 
A, = Ab-1, B,=L, 
A,=Ac+A, B=B, — 
A 4,4 A.. B. B, Ba ete. 


Man hat zugleich 
A. B— A B = +1, 


A B.- A. B =-41, 
A,B; —- AM, B.— rt etc 
A, + Av-ı 


wenn die Anzahl der Glieder, 
— 
welche den Kettenbruch y bilden, a, F. —» e — * 


Ferner iſt y=37 EB 


mit Ausnahme des letzten a mit v bezeichnet wird. 


Alfgemein bat man: du Bmn— AB, = +1, und 
zwar gilt in diefer Gleichung das obere Beichen, wenn v grade, 
dad untere, wenn v ungrade ift. | 

Dieſe Saͤtze find alle in den $.$. 3. — 7. des often Abe 


ſchnitts bewieſen worden, 
2, Dr wird nun zuerft gezeigt werden, weshalb den 


Srüden Z — 5 etc. der Name von Naͤherungswerthen für 
y — Dies beruht nicht allein darauf, daß dieſe Bruͤche 
ſich dem Werthe von y deſto mehr nähern, je mehr Partial⸗ 
brüche in denfelben zufammengefaßt fi iin nd, fündern vorzüglich 


auf dem Umftande, daß fein Bruch * dem "Totalwerthe y 
des Kettenbruchs näher kommt, als der Naͤherungswerth = 
wofern nicht — im Zähler und Nenner größere Zahlen enthält, 


* 
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ek. A A, A, 
Lehrſatz. Die Näherungswerthe Tr a 


1 2 
des Kettenbruchs „ find abwechſelnd kleiner und größer als 
der Totalwerth 7, aber fo, daß jeder folgende um weniger 
von y verfihieden iſt, als der ER SEE, 


Beweis. E fein A, A, die Zähler, B, B, die 
Renner von zwei beliebigen auf einander folgenden ra 


werthen; auf den letzten derfelben folge der Yartialbrud) — 


in welchem x pofitiv, größer als 1, uͤbrigens aber ganz un⸗ 
beſtimmt iſt. Alsdann erhält man den Totalwerth y des 


Kettenbruchs: 
A 4 
y= er B° (S. 6. 6. 7. des erften — 


Hieraus RN fi: 
4: B—AB,)x 
2 — B(B,c+B) 
FR — — 
MUB —)— 


und 


Dieſe Groͤßen, — und v5 haben zunächft 


entgegengefeßte Zeichen; denn es ift 
A,B—- AB, = — (AB, —-A,B = +1. 


Ferner ift, wie leicht aus der Entftehung der Nenner 
B,, B zu erfehen, B, größer als B, folglich = größer als 


1 
B’ alfo 5 um fo mehr größer als — folglich auch 
1 —* 
| Ta ER 
B(B,o FB) B,(Bs-tB)’ 
folglich Tiegt der Werth y zwifchen * und und naͤher an 
zZ 


A, A 
B, als an m b. w. 
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3. Lehrſatz. Ein beliebiger Näherungswerth £ des 
Kettenbruchs y bat die Eigenſchaft, daß es keinen Bruch rn 
giebt, welcher dem Totalwerth y näher kommt ald ud fo 
lange nicht @ größer ald 4, d 7 als B. 

Beweis. Soll der Bruch — = (welcher in den Fleinften 
Zahlen zu denken in dem Werth von y näher 
fommen, als € —, fo muß derfelbe et zwifchen = und 


den er Mmaͤherungswerth K — fallen, d. h. klei⸗ 


ner ſein als der eine, und groͤßer 8 der andere, Nun 
bat man: 


2 — 
PL Be ———— 
ABꝰ -BAo = +1, alſo BR = Ir 
Es muß folglich der Unterfchied 
—— A b—aB? 
BP Dub, Da BEE 
abgefehen vom Seichen Fleiner fein als — Da nun die 


Zahl APb—aB° wenigſtens gleich 1 ift, fo folgt, daß > 
größer als B fein muß. Denn wäre > Fleiner als B, fo 
— ER | 1 2 Pa | 4° b— aB? 
folgte: 3<7: BR <;PR> 5B< TeBBe ab= 

gefehen vom Zeichen der Zahl A°b—aB°. 
Yus der Gleichung ZB’ — BL —=+1 folgt ferner : 


N 
= 7 Fe 
d * 
Da nun der — ee 35 liegt, fo liegt 


auch — noifchen I * und * ——— iſt, abgeſehen vom Zei⸗ 


ze 1 
hen: nt alfo nothwendig a größer A. 
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Soll alfo noifhen die beiden aufeinander folgenden Näs 
herungswerthe —— 36 und zen y ein Bruch eingefehoben 


werden, welcher größer er als der eine, und Fleiner ald der 
andere, fo muß derfelbe im Zähler und Nenner mit größeren 
Sahlen gefchrieben werden, als der zweite Naͤherungswerth 
FB und da d> 4%, B>PB°, mit größeren Zahlen, als 
beide. Da nun der Bruch z näher an y kommen foll, ald 


derjenige der beiden Bruͤchen Go er und — welcher ſich dem 


Totalwerth Ai am meiften nähert, d. i. Si fo muß ee zwi⸗ 
ſchen 5 = und & — fallen, und alfo a > A, ) B fein; w. 
z. b. 4— 

4. Aufgabe. Es iſt ein poſitiver Su y und ein 
Naͤherungswerth — deſſelben (in kleinſten Zahlen) gegeben; 


man fol den darauf folgenden vollſtaͤndigen Quotienten a 
finden. 
Auflöfung Es fei 


Poor 


4 — 


Soll nun 2 ein Naͤherungswerth von y fein, fo hat man 
entweder: 


— oder 


+, | ae 
+ Er, „1 
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denn beide Vorausſetzungen, und nur Be geben, nach RE 
lafjung von —, den N aͤherungswerth 2 —* Arne 


Baia m man nun den vor jr porfergehenden Nähes 


rungswerth von — mit I —, fo umfaßt derfelbe in ‚der Its 


ften Vorausſetzung alle Paͤrtialnenner von a bis u, At Aus⸗ 
ſchluß von w, in der zweiten die Partialnenner von & bis 
#—1, mit Einfhluß von a—1. Hat man folglich in der 
eriten Borauöfesung pg°— qp? =i, wo i entweder = +1 
oder 1S —1 ift, fo ift in der zweiten pg’—pg° = —i, weil 
nad) diefer die Anzahl der Partialnenner &, PB, »... u—1 
einen mehr beträgt, ald nach der andern, 


Iſt nun — ein Naͤherungswerth von y, fo iſt 
—— PPg°Y 
— i al = BR 
TER, : gy—Pp 


und es muß in diefer Gleichung der Werth von ZZ fo ges 
wählt werden fünnen, daß x pofitiv und größer als 1 wird, 
Bufas, Wofern der vorftehende Ausdruck für x we⸗ 
der in der einen noch der andern der oben in Bezug auf * 
gemachten Dre pofitiy und wenigftens gleich 1 h; 
faı.n auch 2 —— ‚fein Naͤherungbwerth von > fein. Nun erhält 


man — eine leichte Rechnung er — 


Aus dieſer Gleichung ergiebt ſich, welcher Werth — * zu 
waͤhlen iſt, da die Zeichen auf beiden Rn gleich, fein rk: 


fen. Wird RR — — und 
pP 
— Ag, = —T—, und folglich, wenn 
is q = gx+9°, f 9 ch, 
0. ar Sn 
x > — 
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Umgekehrt ift die A: o=q’r—pg, pofitiv ge⸗ 
nommen, kleiner als = a, if I>at), mithin 
a — alſo =: I I. Folglich ift I ein 
maherungẽwerth von ode nicht, je nacjdem d nicht größer 


er 

Anmerk. Dagq — ſo iſt —— iſt folglich 
9<5, fo it auch ö< 2 5. Mithin ift F immer ein 
Naͤherungswerth yon y, ſobald oͤ 3. 

Beiſpiel. Es ſoll Nah werden, ob der Bruch 
If, oder nicht; ohne daß 


oder größer ift ald 


113 
73 ein Naͤherungswerth von - 


man alle —— des Bruchs? Naufſtellt. Man 


175 
899 
findet 113 _ SE BREEN ‚ alfo, wenn man Aa — ſetzt, 
2 Lupe 1 ‚175 


3 
muß y fein entweder gleich 
1 1 
—— oder en VRR EN 
74 — 1: 
ha Be, 
* — 
Aus der erſten Annahme erhält man p — 113, g= 22, 
p°=36, q=7; und mithin pg° —gp? = —1; aus der 
zweiten p= 113, = 2, po = 77, g°=45, und mithin 


| 113 3 
re —grP=+r1 Run ft y— on Aa folg⸗ 


160 3 

lich — 175x392 und weil Öö pofitiy ift, fü muß 
—i—_ +1, ode i—=—1 fein; alfo fann nur die erfte 
der beiden obigen Annahmen für y gelten. 
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3x22 66 
— — 


d. h. oͤ 5 Daher * * ein 


Fuͤr dieſe daftg—= 2, PP =7, dm 
und folglih S< 


q 
— 
Naͤherungswerth von y =. und man findet 


22x175 —7x66 | 
— alſo: a 


Umgekehrte, ſymmetriſche und periodifche 
| Kettenbruͤche. 


5. Die Zaͤhler und Nenner der Naͤherungswerthe eines 
Kettenbruchs werden aus den gegebenen Partialnennern a,b, 
c, d, 2... nad) einem im Vorhergehenden allgemein nachge= 
wiefenen Gefeße gebildet. Man bat nemlic) : 


A B3='B 
A, = ab+1, B.=b, 
A, = abc+c-+a, B, =bc+H1, 


A, = abed+cd+adtab+1, B,=bcd+d+b. etc. 
Zur leichtern Ueberficht mögen von jet an fämmtliche 
Partialnenner mit dem, Buchftaben a bezeichnet, und derfelbe 
‚mit einem Inder verfehen werden, welcher die Stelle des Par- 
tialnennerd anzeigt. Man feße daber: 
a a, b a, =0, 0a, =@d,eic 
Es ift alfo: 
Hirztar} Dei | 
A, =a,0,+1, B: = a; et. 
Allgemein ift: | 
A. = Ara, + Au; B. = Ba-ıan + Dam. 


Durch dad Schema (a;az az ....Qn) ſoll ebenfalls ber 
Bähler 4. des Naͤherungswerths F ausgedruͤckt, und zus 
gleich die Ordnung bezeichnet werden, nad) welcher die Zah— 
len a,a32Q3 «...an in demfelben vorfommen,! 


Auf gleihe Weiſe wird Br = (a: ae) geſetzt. 
Nun iſt 


4; =40; = (a), B,e=l, 

A,=aya,+1=(a;a,), B,=a,=(a,), 

A,=a,a,0a,+a, ta; =(a,a.a,), B; =a,a,+1=(a,a,) 
eic. etc, 


Da (ara,)=a,a, +1; fo iſt (92.04:)=a;a, +1; 
eben fo: 
(a,aza,)= Azazaz +a,ta;; Bean.) > a,asa,ta,ta,. 

. Man findet alfo (ar) = (ar), (ara.) = (aza;), 

(a,a,a,)= (a,a,a,); d.h. fehrt man bei der Bildung 
der Sahlen 4;, A, A, die Ordnung der Elemente a,, a;, 
a;, um, fo bleiben Tdie Zahlen A,, Az, 4; unverändert, 
Daſſelbe gilt von den Nennern B,, B,, B,. 

Diefe Induction fann man auf 4,5 und mehr Elemente 
ausdehnen, Es laͤßt ſich allgemein beweifen, daß: 

(a20; 4, »1..an Yan) far: es, 02 Gall) 

Man nehme an, es fei diefer Satz für n—1, und wes 
niger Elemente bewiefen, Man weiß alfo, daß: 
(arQ0 244072) = (an 2.»Q30,), (Azur an) (Erima), 
(a70 2... An-ı) = (An-ı An=2:..Q2.Q,) etc. 

Nun iſt = (ara; ...,) = Anıan + An, Oder 
» (@5 a2 ...@n) = (ara, or. An-ı)@n + (ax @2 ... an) 
oder 

(ar... a) = (an i..Q;)an + (an-2 +; Q,). 
Serner hat man: 
(any... 0, 0,0, (an iı aa)ar Flur: ca,), 


(ana +... 0; 42 41) — — ———— + (ang... 40). 


= 21 — 
Folglich th j ü 


(@r o..; an) — ‚klar ... a,) Ant kan, — a,)]ar | 
| + lan-ı «..- a3) nt (an-. 1 Q3)) | 
Da nun RER AFFE ER a), Fandı "0: Ze) 


= (a5 2... Qn,) etc., nad) der Vorausfeßung; da ferner: 
(A a la) 
(ante) lg," A 
fo erhält man: » d 
N —— Mr un (Qn.+..@z 2;) 
w. z. b. w. | | 

Für den Nenner — ....@n) findet derſelbe Satz 
und Beweis ſtatt, da die Bildung deffelben aus den Elemen= 
ten a2; .... an ganz auf diefelbe Weiſe gefchieht, wie die 
Bildung des — A, aus den Elementen a, an... 


6. Es foll nun eine Vergleichung angeſtellt — zwi⸗ 


ſchen dem Werthe — eines Kettenbruchs welcher aus den 


Elementen | 
Q:, Q2 a; ....0 On—1> Un 


in der vorftehenden Ordnung gebildet wird, und dem Werthe 
Z des Kettenbruchs aus den Elementen az, an—ı, »,.. 4 


@;, Qr, welche den vorigen gleich find, aber in umgeert 
Ordnung ftehen. 


"Man hat: - 
Aus 60 Dr Na REN 
@ = (an... @,); ß IE (Omar... @y), 


Beau. ar DEM AD er 
Man fieht fogleih, da e=A,, P= An. Der, 

Werth des umgefehrten Kettenbruchs iſt alfo =, 
Man bat demnad: 


A 1 An 1 9 
tt Ah. — 
@2 * a3 + PART) w An-o . 
1 . 
Fe 1 ut „it 
at, a,t- 


Hieraus ift zu erfehen, daß, wofern An = B, fein 
foll, damit die Werthe beider Kettenbrüche En werden, noths 
wendig die Bedingungen: 

a = Mm, 4 = An, 43 An :... etc. 
erfüllen werden muͤſſen. Ein K Kettenbruch, welcher diefe Be— 
dingungen erfült, und in welchem daher die Drdnung der 
Elemente a, , Qa2 > Qz .... ohne Veränderung feines Werthes 
umgefebrt werden kann, heißt fymmetrifd). 


So ift z. B. a; En ‚ein ſymmetriſcher Ket⸗ 
re 

4: — 

Qr 

tenbruch. Eben fo aud): ee” N 

—— 
Ha, 4 
ar 
et 


7. 88 giebt Bittenstäde, welche niemals abbrechen und 
‚deren Totalwerth daher auch Feine rationale Zahl fein Fann. 
Unter diefen find vorzüglich diejenigen merfwürdig, in denen 
eine gewiſſe Neihe von Partialnennern beftändig —— | 
Solche Brüche n periodiſch. 


© iſt z. B 
REN. 


PR 


gt 


a, 
.. etc. in inf, 


ein periodifcher Kettenbruch. Man erhaͤlt aus demſelben, 


= DM = 
wie leicht zu fehen, | 


— 
* —F 1 
Auf ähnliche Meife ift 
y=a,+ 1 
a3+ 4 
a3+ra:r 4 
a,+ 1 
a,ra 3 
Ä j — 
ein periodiſcher Kettenbruch, und 
1 
y=a,-+- 1 
rar 


Der lebtere geht in den vorigen über, fobald a,—=0. 
Umgekehrt giebt die Entwicklung von a, 4-y eine Periode von 
der Art der obigen für x. Man. betrachte allgemein den Set: 
tenbruch: 


PEN 


a+ 


Q; F oo 4 
..oo + at x 
Mit Beibehaltung der bisherigen Bezeichnungen ergiebt 
ſich hieraus 


— 


An-ı (Gn +x2)+ An An —— 4 A, 
Ba-ı (t2)+ 4 Wu B„— x -+ By‘ 
Hieraus folgt die quadratifche Gleichung: 
1. Box (BB — An) — A, =0: 
Da die Zahlen Giz5 d soo — Anz Ba-15 B,, 
ſaͤmmtlich pofitiv find, fo bat die vorftehende Gleichung eine 


pofitive und eine negative Wurzel, Danın == a; —1 
2*2* 


. BO — 


pofitiv ift, fo ift a nothwendig die pofitive Wurzel der 
 vorftehenden Gleichung 1. | 
Es fei nun der — Kettenbruch 


— Hr. } 
1 
...Ht+ iR 
“tarr 
fo folgt: 
(an us)la, +y)-+(ar.: u a,) 

Fr: (a) (ar-FY)+ (an-ı.... a3)” oder 
G .· __BaybAn 
la — FG; — a 

Folzuch iſt 


2. B—B—A 0. 

Da poſitiv iſt, fo iſt es auch die poſitive Wurzel 
der Gleichung 2. und folglich die negative Wurzel der Glei⸗ 
chung 1. mit umgekehrtem Zeichen genommen. 

Iſt der Kettenbruch fommetrifh, fo daß ar ar; 
3, = 1. tF., fo folgt: 4A, al BA A, 

8. Dieſe Ergebniffe laffen fich leicht auf den Fall ans 
wenden, wenn a. —=0. Alsdann ift 


1 An 4 A, 
are ; und RE TEEB,,: 
...% + 4 
at F | 
1 BL B,_yt+ An 
mar Te ee, 
... + { 1 . 
* a;+ Y 
folglich : 


B (Bn— Dr Az-ı) ei Ana = 0, 
Bn—ı Y 2— (B na. Ay-ı) b aa An —a A 
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Es find alfo o und —y die beiden Wurzeln der Gleis 
hung: Bu? + (Bu — An) — Ans 0. 
Beifpiele (%. 7.) | 


1 36401 
= 11 — ed ir \ AN—N: 
x + 1 —y3r2)41 22° +42 —10 =0; 
Hz 
a =4y6—1. 
Buy: ig ._7(d+4y)+3 7 “ 
y=3+ " 1  ITögay) Et 2y2—4y—10=0; 
—— 
y=+y6+1. 
\. & 
Si 1 
e—=14r —, — —8°—3=0; 
—— 
345 
44/37 
— 
rt IL 2y+3 ‚ 
2+ : 
—F 4437 
— — 


Entwickelung der Wurzeln einer quadratiſchen 
Gleichung in Kettenbruͤche. 


9. Es ſoll zuerſt die Methode angegeben werden, nach 
welcher die Quadratwutzel einer ganzen Zahl in einen Ketten⸗ 
bruch entwickelt wird, Es fei D eine pofitive Zahl, jedod) 
fein vonftändiges Quadrat, und die größte in YD enthaltene 
ganze Pofitive Zahl fei a, fo it YD— «a eine pofitiver Achter 
Bruch, deflen Nenner © pofitiv und groͤßer als 1 ift, wenn 
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der Zaͤhler gleich 1 geſeht wird. Man hatalfo: YyD— +, 
1 
vVD-a' 
Multiplicirtt man den Ausdruck für c im Zähler und 
Nenner mit YD-+a, fo fommt, da 


YD—-a)yD+-)=D-—.a#: ift, „Pte 


oder: 2 


It nun a, die größte ie x enthaltene pofitive ganze 


Zahl, fo feße man -=a+, * alsdann iſt y poſitiv und 
größer als 1, 


Die Zahlen x, y ete., aus welchen die Vartialnenner des 
zu entwickelnden SKettenbruch hervorgehen, follen mit dem 
Namen der volftändigen Quotienten (quotiens - complets be= 
Legendre) bezeichnet werden, 


Der erfte derfelben a ift von der Form Kur — in wel⸗ 


Ger I=a, N=D— a? ganze Zahlen find, Man ſetze nun 
D-+I — 
en +, Me 
YD YD_1+ Ta; N N 
VDBETERN ID I-.N 
wenn man im Zähler und Nenner mit YD—I--a,N 
multiplicirt. 


oder y = 


Da nun 


YD—I+a,N)YD-+I—a,N) = D—(l—a,N)}, 
ſo folgt: 


MWofern nun D—I? durch N theilbar ift, wird auch 
ee en, eine ganze Zahl fein. Für den erften 
 Duotienten war abe I=a, D=at=N, alfo ern 


N 
Minding Arithmetik. 3 
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eine ganze Zahl. Geht man daher a, N—I=1,, um 
D—R=NN,, fo ift der vollftändige Quotient y= rD IE, 


in welchem Z, und N, ganze Bahlen find, wie in ng a 
bergebenden. Auf gleiche Art ergiebt fich weiter der dritte. 


volftändige Quotient u I: in welchem I, und N, wie⸗ | 


der ganze Zahlen find. 
Ueberhaupt feien 

vD+1 YD+L, 

TEN REN, 
zwei auf einander folgende vollftändige Quotienten, und a die 
größte in dem erſten enthaltene ganze Fa fo bat man: 

YvD-+I __ 
N — J— 


und aus /, N, a werden I, und J durch die folgenden 
Gleichungen beſtimmt: I-I,=Na, D=I,+NN,. In 
diefen Formeln find Z, und N, ganze Sahlen, weil I, N und 
D—-r 


—— es ſind. Der Beweis iſt ganz wie oben. 


Beiſpiel. Die naͤchſte ganze Zahl unter Y21 iſt 4. 


Han fege YL—4— a4 ee —— 
— 


147 Hieraus folgt: — — u. ſ. w. 


Man Kor die — — tabellariſch zuſammengeſtellt, wie 
folgt: 


Naͤherungswerthe 
von 21. 
21* 5.....4 
2144 
kn =14..5 


vella: 9 
ar” — — 14... 


E84... 
14... 
etc. etc. 


Diefe Methode der Ausziehung der Quadratwurzeln ift 
aͤußerſt leicht, und führt oft fehr fehnell zu einer großen Ans 
näherung an die gefuchte Wurzel, Mehrere Beifpiele finden 
fic) unter Anderen bei Meyer Hirſch, Sammlung algebrais 
ſcher Aufgaben, unter der Ueberſchrift: Continuirliche Brüche, 


10. 88 fi aa Hr -+c=0 eine quabratifche Glei- 
chung, deren Coefficienten a, db, c ganze Zahlen find, unter 
welchen a immer auch pofitiv angenommen wird, und welche 
reelle Wurzeln hat. Setzt man 25? —ac=D, e find die 
beiden Wurzeln der Gleichung: 

OF m „rd —V/D—3b 
a 


Jede diefer — laͤßt ſich mit derſelben Geier 
in einen Kettenbruch entwickeln, welche die Entwicfelung von 
VD im vorigen $, darbot, 


Die Gleichung fi z. B. 342 +5 —1=0. Ihre 
Wurzeln find: 
| 3737 —$ und 2/74 
3 
Man erhält für die erfte diefer Wurzeln: 
3,37 _ 
aa Ya 
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= te 
3745 _ 2 Er 
— 654 le: u 
Y — 
3745 ER 
—— I | 
V3TH_ 4, 94 73745 
6 6 
y37+5 
> 
etc. 
—01121141 
(Kaͤherungswerthe: T5 sTrret ete.) 
Für die zweite Wurzel ergiebt ſich 
A — 
RR 
KT a: 


Auch in diefem Falle find die volftändigen Quotienten, 
welche fid) bei der Entwickelung der Wurzeln ‚ergeben, von der 
Form: LIFZ, in weichet Form N eine ganze Baht it, die 


Zahl 7 jedoch den Nenner 2. hat, wenn ‚b-ungrade ift, wie 
ſich fogleih ergeben wird, Im Uebrigen finden die Reſultate 
des $. 9. auch hier Anmendung. 


-35 
Es fe nun — : ein Näherungswerth der Wurzel — 2 | 


auf welden der vollftändige. Quotient — 9 
Der vor — vorhergehende Naͤherungswerth werde mit = bee 
zeichnet. Alddann iſt⸗ 


— MA w 


YD—z3b _ p_-+r° 
| w ’a 20* 4 
und p9ꝰ —gp? 446oder = 1. 


D 
Setzt man für Q feinen Werth Chr fo folgt: 


vD—:b _ _ BVD-EpIHpeN 
| a — 
| oder, wenn man die er wegfchafft, 
qD—zb(gI+g°N)+@I+g’N—zbg)VYD 
— a(pI+-p’N)-+apyD, oder 
qD— z6(gl+g° N)— a{pl+p°N) = YDlapt+ zbg—gI-g’N). 

MWofern nun, wie voraußgefest wird, YD feine rationale 
Zahl ift, fo kann die vorliegende Gleihung, in weldyer, mit 
Ausnahme von YD, lauter rationale Zahlen vorfommen, nur 
dann beftehen, wenn jedes ihrer Glieder linfd und rechts gleich 
Null ift. Denn wäre dies nicht der Fall, fo würde die irra— 
tionale Zahl YD aus der obigen Gleichung einen beftimmten 
rationalen Werth erhalten, was ein Widerſpruch ift. Alſo 
findet man: 

ı) IH N= ap+z2bg. 
a(pI+p’N) = gyP—zb(gI-+-g°D). 

Die zweite diefer Sleichungen giebt, mit Hülfe der erften: 

a(pI--p°N) = gD—zb(ap-+zbg), 
oder, a D=zb’—ac, 
2) pl+p®N = —(eg+zbp). 

Eliminirt man I aus den Öleichungen 1) und 2), indem 
man die erfte mit p, die zweite mit —q multiplicitt, und 
die Producte addirt, fo findet ſich: 

3) (pg—qp°)N = ap’+bpg reg’. 

Eliminirt man N, indem man die erfte Gleichung mit 
p°, die zweite mit —g° multiplicirt, und die Producte ad— 
dirt, fo ergiebt ſich: 

9 (pPg— pa’) = app +zbipgatgep)reaT- 
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Die Gleichung 3) lehrt, weil pg —gp =+1, daß 

N immer eine ganze Zahl if. Da fernee pPg--pg° 

=2pg° Fl immer ungrade ift, fo lehrt die Gleichung 4) 

daß I eine ganze Zahl ift, wenn 5 grade, und folglih 

—=2b*—ac eine ganze Zahl ift; dagegen wird I den Dis 

vifor 2 enthalten, wenn 5 ungrade, und folglid) D den Dis 
vifor 4 enthält. 


Beifpiel. Die Entwickelung der Wurzel —— 

‘ der Gleichung 

Ja +52 —-1=0 

giebt: 
(pg°—gp°)D= ap? + bpg +cg*, 
(1.1-5.053 = 3.1°45.1.5—1.52, 
(1.5—6.1)3 = 3.1245.1.6— 1.62, 
(2,6—111)1 = 3.22+45.2.1— 1.11%, 


etc. etc. 


(pP —pge)I= app? +3b(pga° ta PP)+ eq7°, 
(5.0—1.1)$ = 3.1.04+35(0.54+1.—1.1. 5, 
(6.1—1.5)2 = 3.1.14+35(6.1+1.5)— 1.5. 6, 
(1.11—6.2)$ = 3.1.2445 (1.114+6.2)— 1.6.11. 


eic. etc. 
Bei Entwicfelung der Y2L, oder der pofitiven Wurzel 


der Gleichung ce? — 21 finden ſich folgende Relationen, welche 
den obigen Gleichungen 3) und 4) entiprechen. 


4° —21 = —5, - 4.1—-21.10= +4, 
eat — 4, RE, E82) PR: Ws SEE N 
24.02 —3, VE SA: DA u: } 
22 41.5 = +4 28. 9-1,.5.Ue 3, 
32? — 1.7? —5, 23.332? — 211.75 =-H1, 
5-11 +1. 5.32 —41.12.7= —4 


[a7 
> 
* 
2 
S 
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41, Entwickelt man die pofitive Zahl x „=D F Ai 


in einem Settenbruch, fo läßt ſich beweifen, daß von einer 
gewilfen Grenze an in dem volftändigen Quotienten IE 
die Zahlen Z und N immer pofitiv find. 

Seht man der Kürze wegen pg° —gp° =i, ſo ift be⸗ 
kannt, daß i= +1, der = —1; da ferner * zwei Naͤhe⸗ 
iungswerthe — x find, zwiſchen welchen a liegt, fo iſt 


Lt 5, dri=-l, jobald — größer ald =, 


p° 
dagegen — — 1, wenn * größer als x, und daher : klei⸗ 


ner als a iſt. 
Run fi )i=-+1, Fi Es war gefunden: 


iN = ap +bpgte4- | 

Multiplicirt man diefe Gleichung mit der Bahl a, welche 

nach der Borausfesung ($. 10.) pofitiv ift, fo fommt: 
iaN = (ap+ 230g)’ — Dg’, oder: 


iaN ape he 
— = (I— dD\—D. 
99 ( q 73 ) 

Da nun E72 fo fann, wenn v eine pofitive Größe 
bezeichnet, 


P RN 
m =ı+, = 


gefeßt werden, oder: 
5 +:b=yD-+v. 


Es ergiebt ſich: = (D+W—D, welche Zahl 
g94 
offenbar pofitiv ift. 
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Da nun auch i=-1, fo folgt, daß — — and mithin | 
N pofitiv ift. 


Iſt ferner — —1. und bedeutet » wiederum eine pofis 


tive Größe, fo erhält man : —— folglich: 
= =(YD—v)’—D; folglid ift er. negativ, fobald 
vD-v)’—D=(—2YD-v)v negativ, alfo v Heiner als 
2yD ift. Hat T alfo diefe Grenze der Annäherung an a 
erreicht, was fogleich im Anfange der Entwicfelung gefchieht, 
fo ift 2 negativ, und, weil i=—1, N pofitiv. 


Da nun N von einer gewiffen Grenze an immer pofitiv 
ift, fo laßt ſich auch ſchließen, daß es von diefer Grenze an 
eine beftimmte Größe nicht mehr übertreffen fann. Denn er⸗ 
ftens ift ar, daß N nie gleih Nut fein wird, weil fonft 


die Gleihung ax +bx+c=0 eine rationale Wurzel E 
baben müßte. 


Sind nun — De: und nm 


wei auf einander fol⸗ 
gende vollftandige — one die in dem erften enthals 
tene pofitive ganze Zahl «, fo ift: 

I+Hl,=Nag D=Rn+NN, 


Es fei ferner —— EB — der vor 8 m vorhergehende 


volftändige Quotient, * in oe ebenfalls pofitiv; 
man bat noch D=T+-NN,. Sobald alfoN., N, N., 
pofitiv find, fomüffen an =D—NN,,P=D—NN., 
nothwendig pofitive Zahlen find, Z und I, , abgefehen vom 
Zeichen, jede einzeln, kleiner als YD, und folglih muB 


— — Kleiner old 27D fein, 
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12. Auch die Zahl I muß von einer beftimmten Grenze 
an immer pofitiv fein, Es war gefunden: 
il = app +3b(pg’ ap?) tegg°; 
oder durch Multiplication mit a, 


TEN)? 


Nun fi 1) i=-1, fo ift 7% Da. erden 


alfo mit v und w zwei pofitive Größen bezeichnet, und 
2L— VPE 0 
— 

geſchzt, ſo folgt zunaͤchſt, da der Riferungemet 2 um tes 


o 
niger von a verfchieden ift, ald der — * 


daß v<w. 
Es findet ſich alſo: 


0 
ν ν— 


folglich: 
er: — VD) YD—-w)—D, ode 
— w—w)yD—vw. 


Da v—w eine negative Größe ift, und —vw ebenfalls, 


‚n —tal i h al 
o i — negativ, und weil — 4, —-, mithin 
f ft ggq° g / ® + gg° h 
T, poſitiv. 
SENy)i=—1, fo findet ſich 
A er N 
q — a’ g° —* z-+ 3 
und wiederum vw; alfo: 
I 
76 = WD-W)WD-+u)—D, 
al 


IP = (w—v)YD—wv. 
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Diefe Größe ift pofitiv, ſobald (w—v)YD>wv, oder 
DS RE dh. YvD> 7 T iſt. 


WwW— UV 


UV w 
Nun bat man, nad) früheren Säßen: 
1 


EINE 0 
—57 a gartqP)’ 
in welcher Be y pofitiv und vn als 1; dedgleichen: 


g° ang arte) 


folglich it —=g(gy+g°) und eat); es 


1 
J TREE 
— 9 a 


g>g°, fo ift 4 >1; ferner —— >q+-.9°, folg⸗ 


lih (9y+9°)(a—2)>g+9°. Daher iR die obige Be— 
VD 1 
dingung erfüllt, fobald — > ——. 

gung erfüllt, fi —— —* 

Bon dieſer Grenze an iſt Z immer poſitiv. 

Da nun I und N pofitiv, N feiner ald 2YD, I Fleis 
ner ald YD, fo find nur eine endliche Anzahl von Werthen 
vD-+I mba— 

N moͤg⸗ 


muß alſo * > 


für Z und N in den volftändigen Quotienten 


lich. Da aber folcher volftändiger Quotienten unendlich viele 
find, fo müffen diefelben I und N in der Reihe der voll— 
ftändigen Quotienten unendlich oft zufammentrefien, und mit: 
bin die vollftändigen Quotienten fowohl, ald die aus denfel- 
ben bervorgehenden Partialnenner des Kettenbruchd ſich perio— 
difch wiederholen. 

Diefelben Bemerfungen gelten auch von der zweiten 
Wurzel der Gleichung | 

ex 0, 
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— —2 
nemlih == ee Iſt fie negativ, fo entwickelt man 


J 
a4 rt in einen Kettenbruch. Iſt die Wurzel 


ao pofitiv, fo ift es leicht, ihr eine folche Geftalt zu geben, daß 

VD pofitived Zeichen hat. In diefem Falle muß nemlich 32 

negativ und größer ald YD fein. Schreibt man daher ftatt 
2B — 

—36 vielmehr 432, fo wird == — eine Wurzel 

der Gleichung ax 0O. 


Multiplicirt man im Zaͤhler und Nenner mit sb+YD, 
fo fommt: 


ip2—D 
= zwoF8 35)’ 
oder, weil —— — 
RL A ee u 
vD+:D x ⸗ 


1J 
Man braucht alſo nur den Ausdruck a. in Wels 


chem c pofitiv ift, nach den befannten Regeln zu entwickeln. 


Es ift daher die Entwicelung beider Wurzeln nothivendig 
periodifch. 

13. Lehrſatz. Es fetten IL un ran En Each 
drei auf einander folgende —— Quotienten aus der 


a € vD—! b . 
Periode des Kettenbruchs für vor, denen die Par 


tialnenner des Kettenbruchs: &,, &, &, nad) der Ordnung 

zugehören. Es wird behauptet, daß die größte in dem Aus— 
‚YD-+I, 

drude: N 


Y+1 


enthaltene ganze Zahl glei) @, d. h. der in 


enthaltenen gleich fei, 
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| — 
Beweis. Man dat —— et Er und 


NE 


I+h,=Ne, D=P+NN.. 
Hieraus ergiebt fih, daß aud) folgende Gleihung rich— 


tig ift: — — 
— 
IN — 
No 
Entwickelt man nemlich dieſe Gleichung, ſo folgt zunaͤchſt: 
YD-+I, _ A 
FARBE er 7DLT 


und nad) Weofchaffung der Nenner: 
D+-lN,-+-(I+L)yD=eNYD Teenie NN.. 
Da nun 
I+L=eN, und D=I(eaN—I)-+-NN,, ode 
D+IL, = cIN-+NN,, 
fo folgt die Nichtigfeit der aufgeftellten Gleichung. 
Weil 2 und N, pofitiv find, fo folgt aus der vorftehen- 
den Gleichun da 
Hung A) daß —— 
A — 


Nun ſei der vor — vorhergehende vollſtaͤndige 
N o° 
Quotient: u fo ift immer N_, pofitiv *). 
Da nun auf gleiche Weife, wie vorhin in der Gleichung 7) 


vD+I _ 1 
Ne meh &o TYDET, * 
BE) 
yD+I 
und da Z, und N_, pofitiv find, fo folgt, de 


*) Da in der Gleichung D B + NoN_,I° nach der Voraus: 


0 
fegung kleiner als D ift, indem rn zur Periode gehört, 


fo folgt, dag No N_, und mithin auch N-ı pofitiv ift (11,). 
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Daher ift ine pofitiv und ein Achter Bruch, oder 


N, | 
fleiner ald 1, und folglich 


2) Dh <art. 


Daher ift ® zugleich die groͤßte in —— und in 
— = enthaltne ganze Zahl; w. z. b. w. 


nal 
Beifpiel. Man nehme den in S. 9. entwidelten Ket⸗ 
tenbruch für Y21. 
— enthaltene ganze Zahl iſt 1; 


— 


Die groͤßte in 
nimmt man aber ſtatt IS 4 daß folgende Z, SI, fo entſteht 
Be, und die größte in diefem enthaltene 
ganze Zahl ift ebenfalls gleich 1. f 
va | V37+5 


Eben fo ift (in $. 10.) die größte in —— enthaltene 
ganze Zahl gleich der in er enthaltenen; denn beide 


find. gleic) 1. 


14. Es ftelle wie bisher as einen der. wiederfehs 


renden vollftändigen Qruotienten vor, und zwar fann man ſich 

denſelben vom Anfang der Periode immer entfernt genug den= 

fen, fo daß eine beliebige Anzahl vorbergehender Quotienten: 

an — etc. ebenfalls ſchon zur Periode gehoͤ⸗ 
[e) —ı 

ren. Die Glieder diefer Periode feien &, @,, &, en 

bo; &% Us fe fe, fo daß a? 


t a,;+ .... 
1 
...t 1 
Fi mu y #): 
— ® p . B ® 
Es fein ferner 15» — die beiden zunaͤchſt vor dem voll— 
ſtaͤndigen Quotienten a vorhergehenden Naͤherungs⸗ 


werthe jener Wurzel a. Susftiturt man in die quadeafihe 
Sleihung: 

1) De a —— = 0 
für & den Ausdruck — fo geht die Gleichung in 


gy+ 7°’ 
die folgende über | 
(pa? —gpP)INy?—2Iy—N.] = 0, 


2) Ny®—2Iy— N, =0. 

Diefe Gleihung ergiebt fich leicht aus — Gleichungen 
3) und 4) in $. 10. 

Man bat nemlich: 
aprtP HP Hr) y Hr) Het 9; 
folglich : 5 
(ap? +bpgteg’)y’ +Rapp°+bpg°+bgp’+2egg°)y 

+ap’+2dp +cg" —=O0. 


oder 


Nun iſt 
ap +bpg+eg? = (pf—ap?)N, 
app +zb(pg’ -+ap)tegg? = (PP ga— PL 
app? Hg" pP )No=—(p°g—gp?)Ne- 


*) Der legte Nenner koͤnnte auch n-+Y fein, wenn man mit rn 

“eine ganze pofitive ganze Zahl bezeichnet. Vergl. S.7. Man 

Tann jedoch biefen Kal bei Seite fegen, indem man flatt y ben 
vollftändigen Quotienten n+y wählt. | 


— — 13 — 


Die dritte diefer Gleichungen ergiebt fid) aus der erften, 
wenn man in. diefer für p, g N die entfprechenden Zahlen 
q°, p°, No feßt, und bemerft, daß die beiden — 


pg’—gp? und p?g°°—g°p°°, in deren [eßter F * den 


p° 
vor P_ vorhergehenden Näherungswerth die Wurzel anzeigt, 


o 
entgegengefegte Zeichen haben. 

Die beiden Wurzeln der Gleichung: 

. . N®—2ly-N =0 

im ya DH, „DH 

Da N und N, pofitiv find, fo lehrt das Zeichen von 
No, in der obigen Gleichung, daß die Wurzel y’ negativ ift. 
Died folgt auch ſchon aus der Vorausfesung, Be Z Eleinee 
ift, als YD. Daher ift: 


YD—I _ _D-— r N, 
TOTEN BEE — ypFi 
pofitiv. Sekt man — y’ — ſo iſt ‚tt! 
Nun ift 
yD+I yD + 
— — ae "m. —eorymgr, 6.13.) 
N Be, 
yDtl, __ YD+l, __ 
EN EDIT ABER —— etc, 
N, m 


Folglich, während in der Entwicelung von — die 


periodiſchen Elemente Z, N, @ in der folgenden Ordnung ſtehen: 
IS WI Da DE 
NN,N,.... N. N-NN, N. .... 
GG, ver. Art, Erz see 


— 


ſo ſtehen dieſelben Elemente in der Entwickelung von —— 
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in.der folgenden periodifchen Ordnung: 
ri ENT, LIE, te} 
N. NN Je. N NN,NLNL, et. 


Oo Oo Ga ...e. 1427 [47 Oo @_} O_g etc, 
welche die umgefehrte der vorigen iſt. 


Run it 2% Ir eine Wurzel der Gleichung 1). 


Die zweite Wurzel ac’ diefer Gleichung findet man, wenn man 
in ‚diefem Ausdrude die zweite Wurzel y’ der Gleichung 2) 
an die Stelle von y fest. Es ergiebt ſich 


— 2 un. 
| | ya” 
o2 — 
Setzt man y/ *, ſo kommt: EEE, m 


P2—g’ 


welcher Gleichung —— iſt. 
0 


Man denke ſich nun den Kettenbruch für z entwidelt; 

o 
es feien EL zZ zwei auf einander folgende Naherungswerthe 
von z, und der nächft folgende volftändige Quotient =’. 


Weil ‚= fhon ein wiederfehrender Quotient ift, 


fo fann man Ber 2* 2ſetzen, wenn man unter z den 


Totalwerth einer oder mehrerer Perioden des Kettenbruchs — 
verfieht. 


Man erhält daher * re ; fubftituirt man diefen 


Werth in die Gleichung für a’, fo kommt: 
RT a ee 1 
r-gdztP re" 

Setzt man | 
Pr—f=A pPr?—pR 
EA PP EI 


B, 
B, 


Ill 


nr 
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fo kommt: \ 
AB'—A'B= (p®r-pB)la?r?- a5) —a°r-gPıP?r >. p>) 
= (Pr). 
Nun kann man A, PP fo groß nehmen, daß die beiden 
Differenzen: 


“ß 2° RT ET NT 
einerlei Zeichen erhalten. Diefelben nähern fich bei wachfens 
dem 4 und y ohne Grenzen beide einem und demfelben Werthe: 


er Eben fo Fann man auch annehmen, daß: 


10) 
——— 
einerlei Zeichen haben. 

Alsdann haben A=p°yY—pf, B=p’y’—p 
und eben fo: = gy—4q8, B=gy7—q4P® 
paarweife gleiche Zeichen, und man erhält daher: 

— a A — Fa in welcher Gleihung 4, A, B, B', 
vier pofitive ganze Zahlen find, zwifchen welchen die Relation: 
AB'—-BA — +1 ftatt findet. 

B' 


B 1 Re ; 
Da aa fo werden die beiden pofitiven 


Brüche 3 * und — dieſelbe groͤßte ganze Sahl n enthalten. 


Es or alfo B=An-b, und d, 
pofitiv und reſp. kleiner als A und A. Subſtituirt man 


dieſe Werthe in * Ausdrucke — ſo kommt: 


ACHn)-+b ee 

A % n b / / 

—— — — und man hat 4—4 et 
Sestman sn =’ und entwicelt ⸗ in einen 


= — 
Kettenbruch, ſo folgt in dieſem auf die Naͤherungswerthe 
Minding Arithmetik. K 


b 
b° 


"yon 
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En der vollftändige Quotient <=n+z, der pofitiv und 


größer ald 1 iſt. Die Periode von z und mithin auch von 

— 142 iſt aber, wie bewieſen, die umgekehrte von y, alſo 
hat der Kettenbruch a’ die umgefebrte Periode von. Folglich: 

Entwicelt man die beiden Wurzeln ec und x’ der Glkie 
dung ax Ha +c=0 in Kettendbrüche, fo find diefe 
Kettenbrüche beide periodifh, und zwar hat der Kettenbruch, 
welcher die zweite Wurzel ausdrückt, die umgekehrte Periode 
des erſten. 

Zuſatz. Das eben gefundene Reſultat iſt von dem 
Werthe von b unabhängig, und gilt alfo auch, wenn b=0, 
oder die gegebene Gleihung ax®-+c—=0 if. Da nun die 
beiden, nad) der Vorausfesung reellen Wurzeln (+ vd 
diefer Gleihung nur dem Zeichen nad) verfchieden find, und 
elfo diefelben Kettendrüche geben müffen, während zugleich 
die Periode des einen die umgekehrte des andern fein foll, fo 
möffen die Partialnenner des Kettenbruchs für v2; von einem 
entfernten Gliede an ruͤckwaͤrts gelefen, ihre urfprüngliche Pe— 
tiode unverändert wieder ergeben, d. h. der periodifche Theil 
ded Kettenbruchs muß auch fymmetrifch fein. Das Nähere 
hieruͤber findet man Abſchn. 9. 5.7. 

15. Der angegebene Lehrfag mag noch durd) ein Beis 
fpiel erläutert werden. 

Die beiden Wurzeln der Öleihung: 6x* +82 —21==0 


find: 
142 —4 Y142 4 
Tu 
6 6 
Man findet nun die Periode des erften: 
y142 —4 


— 1197 — 


„rt, 
yi42--11 
— re 
3 
Y1A2+10 |, 
14 —* 
y142 +4 
— — 1 
9 
4424 — 
13 iR 
v1 +8. 3 
- 13 u 
REN |, 


Dagegen findet man für die zweite Wurzel, mit umges 
kehrtem Zeichen genommen: 


vi2+4 _, 
ATZE oa 
vi2248 _, 
IH ER 
v1+5 _ | 
= 
via _, 

} —— 

| 12410, 
ae) 
vi2+11 _ , 
—— = 
y1422+10 _ , 
I = 


142 4-8 


Yi2+S _ 
13 


| 


282 
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v142--5 
9 
v142-4 _ 1 
14 gr: 
y142410 _ 7 
14 F 
y142+11 
— = 3 


== 3 etc. 


Die Periode des Kettenbruchs für ee enthält alfo 
die Partialnenner: 3, 7, 1, 4,1, 8. 
Dagegen findet fi in dem Settenbruche für —— 


die umgekehrte Periode: 3, 1, 1,1, 7,35 wWelde durd) 
Yunfte vom Anfang und Ende bezeichnet worden ift, 

In den Settenbrüchen, welche die Wurzeln der Gleichung 
32450 —1=0 darftellten, ($. 10.), ergab ſich eine bei= 
den gemeinfchafzliche ſymmetriſche Periode: 1, 9, 1. 


„ 142-410 
— 


Neunter Abſchnitt. 


Ueber die quadratiſchen Formen von poſitiver 
Determinante. 

1. Lehrſatz. Sind zwei quadratiſche Formen aͤquiva⸗ 
lent, ſo iſt der groͤßte gemeinſchaftliche Factor, welchen die 
drei Coefficienten @, 25, 0 der einen dieſer Formen haben, 
zugleich der größte gemeinſchaftliche Factor der Coefficienten 
der zweiten Form. | 

Die Richtigkeit diefes Satzes folgt unmittelbar aus dem 
Begriffe Aquivalenter Formen. Sind naͤmlich swei Formen 
F und P’ äquivalent, fo wird jede Zahl, welche durch F dar— 
geftellt werden fann, auch durch F’ dargeftellt werden, und 
umgefehrt, jede durch F darftellbare Zahl auch durch F. 
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Stellt alfo die Form F nur foldhe Zahlen dar, welde den 
Factor m enthalten, fo ſtellt auch 2X nur eben diefelben durch 
m theilbaren Zahlen dar. Es laͤßt ſich aber leicht einfehen, 
daß eine Form nur dann lediglich durd) m theilbare Zahlen 
darftelft," wenn ihre Goefficienten a, 25, c den gemeinfchafte 
lichen Factor m enthalten. 

Daffelbe ergiebt fih auch durch Rechnung, Die beiden 
äquivalenten Formen feien: 

(F) ax?--2bay-cey? und 
(F’) a’x'” 2 bay!’ c'y!? — 

Die Subſtitution aus Fin I fi: z—aw’+ Pr‘, 
y=yx'+öy', und ed y=i—rt. 

Hieraus folgt die Subftitution aus P’ in F: 

æ =idc—ißy, y! = —iycs-tiey. 

Durch) die Subftitution aus F in F’ crhält man: 
aa+-2bay--cy? = a 

aß +bleötß)terd=d. 
aß?--2b Bö-- cd? = d'. 

Durch die Subftitution aus P’ in F dagegen 
a'ö?+-2b!öy+cy” = a. 
aöß+bl(aö--fy)teay=b. 

a' +2’ ap--oa® = c. 

Aus den erften drei Gleichungen folgt, daß wenn a, 25, 
ce durdy) m theilbar find, auch a’, 25’, 0’ es fein werden, 
aus den andern das Umgefehrte. 

2, Entwickelt man eine Wurzel der Gleichung 

av: -2bv+c=0 
in einen SKettenbruch, fo gelten für” die hieraus folgenden 


0 
Naͤherungswerthe m 2; und die entfprechenden vollſtaͤndi⸗ 
— D 
gen Duotienten — — die ſchon früher ange: 
0 


gebenen Gleichungen: 


An 


pr mi=r+l 
ap 2bpg-eg* =iN, 
app +b(p? +apP) re? = —il. 
ap" -—2bp°g°+eg°' = —iN.. | 
Daher wird die quadratifche Form: aac?+2bcy+cy?(F) 
durch die Subftitution: = px’+p’y, y=qga’+g° 7", 
in die folgende äquivalente verwandelt: 
i(Nao”"—2Ixy'—N.y') (F) 

Aus der periodifchen Reihe der vollftändigen Quotienten 
ar erhält man alfo eine ebenfalls periodifche Neihe von 
Zransformationen (F’) der gegebenen quadratifchen Form F. 

Haben in der Form F die Zahlen a, 2b, c feinen ge= 
meinfchaftlichen Factor, fo haben auch N, 27, N, feinen ges 
meinfchaftlichen Factor. 


3. Es ſei — ———— der Werth eines rein, periodis 


fihen SKettenbruchs, d. h. eined foldhen, in deſſen Entwickelung 
z felbft als wiederfehrender vollftandiger Quotient erfcheint, 
Da — Nz—I=YyD, fo folgt: 
D—-1: 
N22—21:- (2) 0 
Man nehme nun, wie bisher an, daß 
D INXMo; alſo 
1. Nz?—2Iz— N, *0. 

Man denke fich ferner den Kettenbruch für z bis auf eine 
oder mehrere Perioden entwickelt, nad) welchen der vollftäns 
dige Quotient z wieder erfcheint, Der Totalwerth diefer Pes 

"rioden, Näherungswertd von z, fei 7 der vorhergehende 
o 
Näherungswerth von z fei 7, fo dag aA — fa —=H+1 und 
RR at a° 
ßz + 5° 
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Hieraus folgt: 
2. Bz?—(a— P)s—ar = 0. 
+yYD+I 
N 


fo 


Die Gleichungen 1. und 2. haben die Wurzel 


gemein; folglich, wie leicht zu fehen, auch die Wurzel eH 


Beide haben alfo einerlei Wurzeln, woraus zu fihliegen, daß 


21 _a—P® N. 
re Pay Ni 
B _a—P _ ee 

N 9a] NA, 


Bird der gemeinfchaftliche Werth diefer 3 Brüche, im 
kleinſten Zahlen gleich — gefeßt, fo ift einzufehen, daß re ein 


Factor der drei. Sahlen N, 2I, N, fein muß. Haben dieſe 
drei Zahlen Feinen gemeinſchaftlichen Factor, fo ift a1, alfo 
ß 


yzı eine ganze Zahl.- 
4. Es feien nun 
x:—Dy: (F) und 
ilN a" —2 1Ix'y'—N®y’*) (PN) 
zwei dquivalente Formen von pofitiver nicht quadratifcher Dee 
terminante D, und zwar 77 eine von den wiederfehrenden 
Formen, weldye fi) durch Entwicelung der Wurzel YD be 
Gleichung —DCO in einen Kettenbruch ergeben ($.2.). 


Iſt, wie in 5. 3., * ein Naͤherungswerth von — 


yo 


nach welchem derfelbe vollftändige Quotient — wiederkehrt, 


«u? 
und bezeichnet 38 den vor 2 vorhergehenden Naͤherungs⸗ 


yo f iR: 


wertb von — A ad 
Na®—_21Iaß—N,P* = (a9 — Bet)N. 


A 


Da die Formen F und F’ Aquivalent find, und die Coef⸗ 


ficienten 1, 0, —D der erften feinen andern gemeinfchaftlichen 


Factor haben, ald 1, fo haben auch) N, 2I, N, feinen ans 


dern gemeinfchaftlichen Factor, und folglih ift, nah S8., 

f=m eine ganze Zahl. 

Multiplicirt man die vorftchende Gleihung mit N, und 

fs: D=EP-+-NN.,e® — Ba’ i — +1, ſo erhaͤlt man 
(N@a— IP)” —DPp* =iN?, ode 


oe 


folglich — = Dm’ ira 
Hieraus folgt der ſehr wichtige 

Lehrſatz. Iſt D eine pofitive ganze Zahl, aber Fein 
volftändiges Quadrat, fo ift die Gleichung &* — Dy’’—= +1 
auf unendlich viele Arten durch ganze Zahlen a und » lösbar, 

Denn es ward fo eben gefunden, daß die Zahlen « — Im, 
m nothwendig einer der beiden Gleichungen 

x°—- Dry” = +1 ot az? —Dy’ = —1 
Genuͤge leiften. | 

Die Zahlen d und m=£ koͤnnen aber unendlich viele 


verfehiedene Werthe erhalten, je nachdem * den Werth einer, 


oder zweier, dreier, u. ſ. w. Perioden des Kettenbruchs fuͤr 
— ausdruͤckt. Wofern alle dieſe Werthe der Gleichung 

— Genuͤge thun, iſt der Satz bewieſen. So 
oft fie aber die Gleichung &*? — Dy — 4 befriedigen, 
iſt es leicht, daraus Aufloͤſungen der Gleichung &®— Dy’—+1 
zu erhalten. | 
Denn hat man p — D® —=—1, fo ift 

(p—D" = +1, 


PD’ Doro =1. 


alſo: 


— 13 — 


5. Lehrſatz. Hat die Gleichung 
ax®--2baytcey®=N, 
(in welcher N eine pofitive oder negative, und? D=b’—ac 
eine pofitive nicht quadratifche ganze Zahl) eine Auflöfung, 
fo laffen ſich aus diefer unendlich viele andere finden. 
Die gegebene Auflöfung fi e=p, y= og, fb daß 
1) ap +2bpg+eg =N. 
Es ſein nun p und I zwei Zahlen, welche der Gleichung 
p®— Dw?:=1 Genüge thun, und 
Pr =pP—-(gtbpv, = ap + er+3 DW 


fo bat man: 
2) a r2bopı te =N. 

Um dies auf das Leichtefte zu beweifen, multiplieire man 
die Gleichung 1) mit a, fo fommt: (ap +bg)’— Dg’=aN. 
Multiplicirt man diefe Gleichung mit der folgenden 

g®—Dy?: —=1, 
fo kommt: 
Kap+bg)e+DPgw— D[igap-+(lept+bg)y]’=aN. 

Sekt man alfo 

gı. = qp+(ap+bg)v und 
apı bg: = (eptbg)py+Dqgv, 
fo ergiebt ſich: 
Pr =pp—(lrted)Y 
| (ap bg: —- De =aN, 
oder entwicelt: 
ap +2bpıgı treu =N, 
w. z. b. w. 


Zuſatz 1. Um aus einer Aufloͤſung der Gleichung 
x —Dy*—=1 unendlich viele abzuleiten, kann man ſich des 
folgenden Verfahrens bedienen. 
Es ſei pꝰ — Dg?’ =1; man feße 
p+YyYD=(p+47VD), 
und nehme für z2 eine beliebige pofitive ganze Zahl. Entwik— 
felt man nun die Größe (p-Fg VD)" nad) dem binomifchen 


und zugleich 
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Lehrſatz, fo enthält die Entwickelung einen rationalen und einen 
irrationalen, mit dem Factor YD behafteten Theil. Der ra— 
tionale Theil ift 9, der irrationale, durch PD dividirt, giebt 
vr. Da diefe Beftimmung von dem Zeichen von YD unab« 
haͤngig ift, fo hat man nicht allein: 
 9+vyD = (p+gyD)", fondern auch 
p—YyyD = (p—qyYD). 
Multiplicirt man diefe beiden Gleichungen mit einander, 
fo fommt: 
op—y’D= (?—--?’Dr=t=1. 
Nimmt man z.B. n—=2, fo ift 
g+yyD= (p+qYD” = p*+?pqVD+4*D, 
folglich: 
= püi+g*%D, vv 2pg 
Sekt man n==3 fo folgt: 
p+YyYD=(p+qYD)’=p’+3p’gyD+3pg’D+g’DYVD, 


alfo: 
=p’+3pg?D v=3p*’g+g?D, und 
P®—#"D= (p—gD’—1. ‘E 

Anmerk. Iſt die gegebene Gleihung pP — Dog’ —=—1, 
fo erhält man durd) die nemlichen Formeln abwechfelnd Aufs 
löfungen in — 1 und in +1, je nachdem rn ungrade oder 
gerade iſt. 

Zuſatz 2. Aus den Gleichungen 
Pı = pPp—(legarbp)%, 9 = gPy+laptbg)Yv AM) 
folgt 1) wenn man die erfte mit q, die zweite mit p muls 
tipliciet: * 


— 


Pr9— pt: = —Nv. 
2) Multiplieire man die erfte mit ap-+bdg', die zweite 
mit +(cg+bp), fo folgt: 
appı +b(pı g4+g:p)+egg: = NY. 
3) Aus den Gleichungen: 
9 = gaptbw)tepy 
Pı — p(p—by)—cegy 


BE 


erhält man 
e (p—by)gı—ap; Y,. 


p = (ge+by)pı —cg:%, 
oder 


- 4P-lapı rbg:)Y, B) 
p = Ppıptlöpı t+eg:)Y. 

Aus den Gleihungen A) und B) folgt, daß der größte 
gemeinfchaftliche Factor der Zahlen p und q zugleich der größte 
gemeinfchaftlicdye Factor von p, und q, iſt. Sind folglich p 
und g relative Primzahlen, fo find es auch) p, und q,, und 
umgefehrt. 

6. Lehrſatz. Iſt N eine pofitive oder negative ganze 
Zahl, Fleiner old YD, und die Gleichung 

ax -2bay+cy=N 
(in welder D=b?— ac), in relativen Primzahlen æ und y 
lösbar: fo findet man die Auflöfung diefer Gleichung durch die 
Entwicfelung einer Wurzel v der Gleihung av-+2dbvtc—=0 
in die Form eines Kettenbruchs. 


Beweid. Es fein p und q zwei relative Primzahlen, 


und zugleich: 
op +2bpgqte=N, 


folglich: 
(eptbn’—Dg? = aN; 
daher: ; \ nn 
a——+-b =D+—, 
folglich: i i 
aN 
in ER 2 S 
aN 
oder —— ) 


Don dieſen beiden Fällen findet, ſobald p und q als bes 
kannt vorauögefegt werden, allemal einer und nur einer Statt, 
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D-b 1.9705 5 PER 
je nachdem - fi) dee Wurzel > oder — 


annaͤhert. Es ſei v die zu — gehoͤrige Wurzel, ſo hat man 


— — 
7 a 
Wr. * iz 
—— ni 
 (vo+y(p+°7)) 
Setzt man nun (vergl. Abfchnitt 8. 8.4.) 
N ale) => 
q q 4 
ſo erhaͤlt man, abgeſehen von den — auf pie: 5 bier 
nicht anfommt, | 


N 
hasn 

YD+Y(D+°2) 

Die Bedingung, unter welcher zZ ein Näherungswerth 
von v, iſt erfüllt, wenn 5<3. Da nun N<YD, fo ift 

N — 

5 offenbar kleiner als z, fobald ei pofitiv ift. 

Iſt aber = negativ, fo Tann man den Werth von q 
fo groß nehmen, daß N, weldes Fleiner ift als YD, auch 

; i Na 

fleiner wird als Yo+7). 


Alsdann ift wiederum 


2n<yD+/(D+°2). 

oder | 4 
m —<dj 
vD+V( =) ; 


Folglich ift, fobald die vorgelegte Gleihung eine Aufloͤ— 
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fung in relativen Primzahlen Hat, immer auch möglich, diefe 
Auflöfung dur) die Anwendung der Kettenbruͤche zu finden. 

Zufaß. Da die Gleichung = — Dy?—= 1 immer 
möglich ift, fo muß diefelbe auch durch Näherungswerthe 
von YD aufgelöft werden, 

Eben fo muß man aud) durch die Näherungöwerthe von 
YD die Auflöfung der Gleihung &* — Dy’=—1 finden, 
wenn ſolche möglich ift. 

Und zwar findet man durch die Kettenbrüche alle Aufz 
loͤſungen diefer Gleichungen *). Denn das obige ö hat hier, 


wo a=1,N=+1, den Werth ala 
041025) 
immer Fleiner als & ıft, 


7. Aus diefem Zuſatze eölden einige bemerkenswerthe 
Eigenſchaften des Kettenbruchs, welcher die Quadratwurzel 
aus einer ganzen Zahl D ausdrüdt. 


Da nemlih, wenn p — Do’ =+1, Dr als ein Ni 


welcher 


herungswerth von YD betrachtet werden fann, fo muß der 


darauf folgende vollftändige Quotient ie — ſein. Man 


erhaͤlt alſo, wenn * der J Naͤherungswerth von 
vD if, 
vn = &Y/D-+pI+p° 
qvD+g1+4°° 
ıD= — Pp* — 
Hieraus folgt I — und da Tin ächter Bruch, 


mithin 


fo ift I die größte in — = alfo in YD enthaltene ganze Zahl. 


*) ‚Ausgenommen bie der Gleichung &®— Dy2=1 durch bie 
Werthe »1, y=O, 
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Diefelbe fei a, fo * daß die Partialnenner des Ketten⸗ 
bruchs ſind: 


a, Qyı, a, Q;, .o.er.0 An; 2a, QAı, Q35> ee 0» etc, 


Sekt man ferner 
pe+P =p, arg, 


fo folgt 
Y — D=p, p= 4 
Iſt nun Z 7 der‘ Werth des Kettenbruchs 
44 
—. 
N 


Qn Eur —, 
fo ift nady S SB: Abfchn. 8. der Werth des umgefchrten Sets 


tenbruchs * Da nun p=g/, fo iſt der Kettenbruch ſy m⸗ 


metrifh, d.h m =, a,=an., etc. Als Beifpiel 
fiehe d. 9. Abſchnitt S (721). 


8, Um die Öleichung ax? --2bxy +cy?=N in 
relativen Primzahlen zu löfen, vorausgefeßt, daß N Fleiner 
ald yD, entwickele man die Periode des Kettenbruchs einer der 
beiden Wurzeln v der Gleihung av +2bvtc—=0. If 
die Gleichung lösbar, fo findet fih durch die Näherungswerthe 
innerhalb der Periode die gefuchte Auflöfung einmal oder auch) 
mebrmal. Aus jeder in einer Periode vorgefundenen Aufe 
loͤſung laffen fic) durch die Formeln in $. 5. unendlich viele 
andere Näherungswerthe der Wurzeln v ableiten, welche die 
vorgelegte Gleichung ebenfalls befriedigen. 


Es iſt noch zu bemerken, daß man nür die Periode einer 
beliebigen der beiden Wurzeln v zu entwickeln braucht. Denn 


a 


idſt der Naͤherungswerth * nemlich: 


— J—— 

ap+(leptbgY’ 
einer diefer Wurzeln die vorgelegte Gleihung auf, fo leiftet 
died auch die Zahl 

9) po-tlegtbp)v. 
gp—(ap-rbg)Y 

in welcher das Zeichen von w verändert iſt. Die Zahl 2) 
muß alfo Näherungswerth von einer Wurzel v fein ($.6.). 
Die Grenzen aber, welchen fi) für wachfende E und die 
Werthe 1) und 2) annähern, find: 

pYD—(eg+bP) mp PrPHteaHtbr, 

gqyD-+ap-+bq qVvD—(ap-rbp) 

Das Product diefer beiden Zahlen ift: | 
p’(b—ac)—(eg+bp) _ alap +2bpgteg?) _ © 
g’(b?—ac)—(ap+bg)” alapH2bpg+eg?)" a 

Ihre Summe ift: 


2pgD+2lap+bg)(eg-+bp) 
gb’ —ac)—(ap+bg) 
d..4 dlap® H2bpg-teg?) _ 2 
HZPRast gu. 


und beide find daher nichts anders, ald die Wurzeln der 
Gleichung: 
av -2vt-c=0. 

Iſt alfo der Ausdruf 1) ein Näherungswerth der einen 
Wurzel v, fo ift der Ausdruck 2) ein Näherungswerth der 
andern Wurzel derfelben quadratifchen Gleichung. | 

Die Näherungswerthe beider Wurzeln löfen alfo nur 
diefelben Gleichungen auf; es ift daher hinreichend, eine die 
fer beiden Wurzeln zu entwickeln. 

Endlich ift es zweckmaͤßig, die Zahlen ꝙ und w fo zu 
nebmen, daß fie zugleich die Gleichung * —Dv’— —1 
befriedigen, wofern Ddiefelbe möglid iſt. Setzt man alfo 
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R u Dyta #1; und fucht alfe diejenigen Näherungswerthe 
L, welde, innerhalb der erften Periode des Kettenbruchs Lies 
gend, eine der Gleichungen: 
ap +2bpgte® = HN 
befriedigen, fo erhält man durch die Formeln des $. 5. für 
Px und q, alle möglichen Auflöfungen der Gleichung 
ax®--2bzytcy? = +N 
in relativen Primzahlen. 
Man verlangt z.B. die Auflöfungen der Gleichung 
00 ed — ak: 
Durch Entwickelung des Kettenbruchs für Al erhält man: 


a6 7 ee, 
— — 132 — 44. 22 * 46, 
— Rh 32 1.8 ——1, 
an 45 * 397° — 4.09% = +5, 
an 2 9 8262 - 41.1292 — —5, 
—— en: 20492 — 41.3202 — +1. 
— 19, etc, 3 eic; 


Um nun fammtliche Aufldſungen der Gleichung 
45 = +5 
zu finden, werde zuerſt g —Alw?—= +1 gefeßt. Die Fleins 
ften Werthe von ꝙ und W find, wie man aus der obigen 
Rechnung fieht, = 32, w=5, und die übrigen findet man 
aus der Gleichung: 
v4-wy4 —= (3245 Y4l)”. 

Mendet man nun die Formeln des $. 5. an, fo iſt «—=1, 
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B=0,co=—4, alfo allgemein, da p—6, g=1, 
s=6by+4MW — 6. 
Hieraus ergeben ſich alle möglichen Werthe von & und 
y. Setzt man zuerſt = 32%, y=—5, fo folgt = —13, 
= 2; hierauf fr y= 32, y= +5, x2=397, y=62; 
u. ſ. w, 
Um ſaͤmmtliche Aufloͤſungen der Gleichung von der Des 
terminante 86: 
112? —62y—7y? = —7 | 
zu erhalten, bemerft man zuerft, daß eine derfelben durd) die 
Werthe =0, 1 gegeben wird, Setzt man nun 
P—- 86 — +1 (da in diefem Falle derWerth —1 nicht 
Statt findet), fo findet ſich p=10405 und v= 1122. 
Dur) Anwendung der Formeln des $. d, ergiebt fi), wenn 
Pr=V)g=l,a=1l,)=—3 c=—7 fubftituirt wird: 
z=/y, y=g9—3Jy. 
Um zu fehen, 06 es noch andere Xuflöfungen giebt, ent— 
wickele man die Wurzel ur bis zur Wiederkehr eines 
volftändigen Quotienten. 


— —— 
a 
— 
VS _ 44 19 
mg 
8646 106 
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Minding Arithmetik. 


=) 


Lei} = 1-+ etc. 
/ 
RE * = 1-+ etc. 


Es ergeben fi) alfo in der Periode zwei Auflöfungen 

der Gleichung 

11* —62y— 7? = —7, 
nemlid <= 10, y=9, = 7854, y= 7039. Von dies 
fen ift die zweite in der obigen Formel enthalten, die erfte 
aber nicht. Aus diefer ergiebt ſich allgemein : | 
z = 109g + 3yY, y=Iy+ 83 Y. 

Um diefen Formeln die nöthige Allgemeinheit zu geben, bes 
merfe man, daß in denfelben den Zahlen ꝙ und w aud) ent» 
gegengefesste Zeichen gegeben werden fünnen. Sekt man 5. 8. 
p=10405, w=—1122, fo ergiebt fi) aus den zulegt 
gefundenen Formeln eine neue Auflöfung . der vorgelegten 
Gleichung in nicht fehr großen Zahlen, nemlid == — 296, 
y=-4-519. 

Anmerk. Die Gleichung an -bey-tceoy =+N, 
in welcher 5 ungrade, wird auf diefelde Weiſe, wie die vorige 
aufgelöft. Da in diefem Sale D=+(b?—4ac) den Divis 
for 4 enthält, fo wird in der Gleihung @ —Dy:— +1, 
in welcher Dy? eine ganze Zahl fein muß,  nothwendig 
grade fein. Sft nemlich D eine ganze ungrade Zahl, und 
p—Dv=+i, ff it ud 9 —3D2yP—=H+1. 
Daher geben die im $. 5. befindlichen Ausdrücfe für p, und 
42, in welchen d eine ungrade Zahl mit dem Divifor 2 bes 
deutet, auch in diefem Falle nur ganze Zahlen. 

9. Endlich fol die Gleichung 

ax +-2bay+cy?=H+N, 
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in welcher N größer ald YD, in relativen Primzahlen geldft 
werden, 

Haben die 3 Sahlen a, 25, © einen gemeinfchaftlichen 
Factor u, fo muß N dur) m theilbar fein, und man fann 
diefen Factor alfo weglafjen. u 

Iſt m grade, fo kann, nach Aufhebung dieſes Factors, 
die vorgelegte Gleichung von der Form 
ax® +-bxy--cy’ = +N 
fein, in welcher ungrade ift. 

Beide Formen find einer gleichmäßigen Behandlung fähig. 

In Bezug auf die Gleihung ae Hdey+cy =+N 
find nun noch zwei Fälle zu unterfcheiden, je nachdem nemlich 
eine der beiden Zahlen x und y einen gemeinſchaftlichen Factor 
mit N hat, oder keinen. 

Hat y mit N den gemeinfchaftlihen Factor f, fo 


feße man 
NY NENG 
alddann kommt 


an Hbfey' cfy” = +Nf. 
Da nun x, ald relative Primzahl gegen y, nicht durch 


F theilbar fein fann, fo muß F — a’ eine ganze Zahl fein, 


Man erhält alfo die Gleichung: ’ 

aa Hbayhefy?= HN, 
in —— nicht allein ce und y’, ſondern auch y’ und N’ 
relative Primzahlen find. So viele gemeinfchaftliche Factoren 
alfo «a und N haben, fo viele verfchiedene Gleichungen erhält 
man, welde nicht allein in relativen Primzahlen zu loͤſen find, 
fondern in welchen auch y’ und N’ feinen gemeinfamen Face 
tor mehr haben. 

Die Unterfcheidung diefer Fälle tritt nicht ein, wenn a 
und N relative Primzahlen find, oder wenn man die gegebene 
Gleihung durch eine Subftitution wie y=y'-Hma fo 
transformirt, daß fie es werden. 

v2 
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> Roraudgefest nun, daß a und N, mithin aud) y und 

N relative Primzahlen find, fann man z—=Nx'tny 
ſetzen, indem man die beiden Bahlen =’ und rn aus diefer 
Gleihung zu beftimmen hat. Man fann ferner zz fo nehmen, 
daß cd zwifchen die Grenzen —z N und +3N fällt, was 
auch fein möge. 

Subftituirt man diefen Werth von x, fo Fommt: 

aN?:xz"’+-2N(an-+b)x ne Akad we HEN, 
oder, wenn man mit N dividirt, 4 


—— ya = +1. 


— 


Da nun N und y relative — ſind, ſo muß 
an®+-?2bn-o 
N 


eine ganze Zahl oc’ fein. Indem man alfo 


für m alle Werthe zwifchen +3N und —IN fest, welche 
diefer Bedingung genügen, erhält man eben fo viele verfhies 
dene Gleichungen: 

ax” XI. 

Wird jener Quotient für feinen Werth von n, zwiſchen 
den angegebenen Grenzen, eine ganze Zahl, fo ift die Gleis 
hung unmöglich), 

"Hat man dagegen eine oder mehrere Gleichungen, wie 
die vorftehende, erhalten, fo find diefe nach der Methode der 
Kettenbrüche allgemein aufzuldfen, und geben alle Loͤſungen 
der vorgelegten Gleichung mit Hülfe der Relation: 

ac = Nx'-ny. 

Endlich) wenn die Auflöfung diefer Gleihung nicht bloß 
in relativen Primzahlen gefchehen foll, fo bat man fo viele 
verfchiedene Oleichungen aufzuftellen und in relativen Primzah— 
fen zu Iöfen, ald N quadratifche Factoren bat. Denn in 
der Gleichung a Hay +-cy=+N fi N=N%; 
man fe ka; y=ry’, fo fommt: 

—— +ey® = +N" 
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11. Bei den Formen, deren Determinante pofitiv und 
ein vollftändiges Quadrat iſt, iſt nicht lange zu verweilen. 
Soll man die Sleihung ar +2 bey cy?=N auflds 
fen, in welder D=b?— ac=g* ein vollftändiged Qua— 
drat ift, fo theile man a in zwei Factoren @ und 4, von 
welchen der eine die Zahl 36, der andere die Zahl b— 
* Reſt dividirt. Da nemlich 

a=b’—-s’=(b—g)(b-+3), 


fotgtic ee) eine ganze Zahl ift, fo muß es folche 
b-+8 De#R 


=n, — mn, 
ß 


Sahlen & und — 57— Nun ſei 


fo folgt: am , mn= c, (ax +ny)(Px+my) 
=ax?+2bxy+teyr?=N. Indem man alfo N auf alle 
mögliche Weife in zwei Factoren e und f theilt, und in jes 
dem Falle die Sleihungen: extny=e, Bz-my=f- 
auflöft, erhält man, wofern ſich für e und y ganze Zahlen 
ergeben, mit VBerwerfung der durch) diefes Verfahren gefunder 
nen gebrochenen Werthe von = und y, alle Auflöfungen ber 
vorgelegten Gleichung. 

Die Tom ax + 2dxy-cx? läßt fi) immer auf 
eine äquivalente Form: (pc+2gy) x reduciren, deren legter 
Coefficient gleich Null ift, während der erfte p pofitiv und 


kleiner als 25. Es fei nemlich — — in den kleinſten Zah⸗ 


len gleich —* fo iſt ae? -2bek-+ok? O. Setzt man 
nun — ud a=fx’-Ley, y=hx’-iky', fo 
erhält man eine äquivalente Form a’? 2/x’y Ley, 
in welcher «—=af?+2bfh-+ch?, = ae? +2bek + ck?—0, 
dB’ — a —=b"—=b? —ac—=g* Nimmt man in der erhal« 
tenen Form ac? -+2gxy noch y=y’-nx, und beftimmt 
ın fo, daß a +2gn =p pofitiv und Kleiner als 25, fo er⸗ 
haͤlt man die reducirte Form 

pxr+2sy)e. 
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12. Aufgabe. Zwei reducirte Formen von gleicher, 
pofftiver, nicht quadratifcher Determinante find gegeben; es 
fol entfchieden werden, ob fie äquivalent find, oder nichts 

Auflöfung. Die beiden gegebenen Formen feien 4 

ax®--2boy—cy* (F), 

ala 2b’ /y'—c'y'" (F), 
ihre Determinante D= b?-ac=b‘--ao‘ eine: pofitive, 
nicht quadratifche Zahl, zugleid, 25 nicht größer ald a und 
c, 2b’ nicht größer ald a’ und ce. Es wird ferner angenoms - 
men, daß a und c in der Form F, fo wie a/ und c’ in F’ 
gleiche Zeichen haben, wie. dies in reducirten Formen dieſer 
Urt der Tal if. Von den beiden Zahlen a’ und co’ in der 
Form F’ ift eine wenigftend Fleiner al$ YD; daher wird vor⸗ 
ausgeſetzt, daß a’ Fleiner ald VD. 

Entwicelt man nun eine der beiden gegebenen Formen 
FE und F, z. B. F, fo erhält man eine Reihe von Trans⸗ 
formationen, welche der Form F fämmtlich) aͤquivalent find. 
Eine folde Transformation werde durd) dad Schema: | 

Pa? —gp°)IN»* —21ey—N.y°] 
bezeichnet, in welchem — F wei auf einander. folgende 
Näherungswerthe einer der Wurzeln v der quadratifihen, 


Gleichung av’ -2lv— co=0 
vorftellen, und daher pg — gp’ =i=H+l. 
Ferner ift, in Uebereinftimmung mit den oben erhaltenen 
Nefultaten und deren Bezeichnungen: 
iN= ap*’-+2bpg—cg°. 
—il =app+b Pa’ +ar?)— eg. 
—-iN, = ap’ +2bp?g’—cg’’ . | 
Die Reihe diefer Transformationen ift periodiſch, ſo daß 
nad) einer Anzahl derfelben die vorher da gewefenen in eben 
der Ordnung unverändert wiederkehren. 
Findet fid) nun in der Periode: dieſer Transformationen 
eine mit 2° identifche Form 2%, fo find F und F Aquivalent. 
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Findet ſich aber eine folche nicht, fo find zwei Fälle moͤglich. 

In der Reihe der Transformationen ift nemlid) entweder eine 

4x? +2 Bay—Cy’:(F”) 
vorhanden, von der Beſchaffenheit, dab Z= a’ (oder auch 
— C=a), und zugleich BZ’ oder BE, mod. a‘) 
oder es ift eine folche nicht vorhanden. Je nachdem die Form 
F’' vorhanden oder nicht vorhanden ift, fi nd. die Formen Z 
und F äquivalent oder nicht Aquivalent. 

Sind nemlich die beiden Formen F und 7 äquivalent, 
fo giebt es eine äquivalente Subftitution aus Fin PY; Dies 
felbe fi ⸗ px +ny, y=gx'+4ky‘, in welden Glei⸗ 
dungen die vier Zahlen p, q, , x fo befchaffen find, daß 
pk—gr=+1. Durd) diefe Subftitution ergiebt ſich: 

1) ap? + 2bpgy—cg’ = as, 
2) NER = vr. 

Da nun’ a <£yD, fo ift E ein Näherungswerth von 
einer der Wurzeln v der Gleichung aut? +2bv——0. ($ 6.). 

Es fei der vorhergehende Naͤherungswerth von v: * 


mithin pg?° ap. gl. 
3) app +b(pg°-+ap)—egg° = B. 

Da pg’ Ei, mod.g und gkZ+i, mod.g, fo ift 
g„=Htk, ınod.g, alfo g’=ngXtk, woraus zugleich folgt 
daß p =nptn. 

Subftituirt man diefe Werthe von g° und pꝰ in 3), fo 
erhält man mit Rückfiht auf 1) und 2): 
na’ tb B, alfo B=-+P, oder BZ—b/, mod. a’. 

In der Reihe der Trandformationen von F findet fi 
alfo, wenn F und F’ Aquivalent find, nothwendig eine Form 
F', welche in Bezug auf F’ die angegebenen Eigenfchaften hat. 
Diefe Form F* iſt nach $.7. Abſchnitt 6. Aquivalent mit F’. 
Das Dafein der Form F’ giebt alfo das hinreichende Senn: 
zeichen von der Aequivalenz der vorgelegten Formen Fund F”. 
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Anmerk. Hm die Form F’ auf F’ zu bringen, ſetze 
man a=a—ny,y = und nehme z der zunädft an 
3 liegenden ganzen Zahl, mithin dem obigen r glei. Denn 


(4 
es war oben na’ tb —=B, alfo nt en, und nach der 
[03 q 


/ 
Vorausſetzung * nicht groͤßer als =; 


Durch diefe Subftitution geht die Form F über in 
a’ x" +2(B—a/n)x'y’ — (C+2Bn—a’n*)y”, 

d. h. in die Form Aa’ +2 ap —c/y?, welche mit F 
einerlei ift. 

Beifpiel, Man fol entfcheiden, ob die beiden reducir- 
ten Formen von der Determinante 15, nemlich: 

2x? 209% —7y? und 52?°.—3y? 

dquivalent find. 

Entwidelt man die Wurzel A der Gleihung 


2»: -20v—7=0 in einen Kettenbruch, fo erhält man: 


5 vjw m 


Hieraus ergiebt. fich die Periode -der Transformationen : 
+(22°4+22y—7y°) 
— (32? —62y7—2y?) 
+22” —627— 37?) 
— (32? — 6x7 —2y°) 
Vergleicht man die lete diefer Formen mit 5c?— 3y?, oder, 
wenn man = mit y vertauſcht, —3x?4+5y*, fo iſt = 
= —3, und +60, mod. 3. Alfo find die vorgelegten 
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Formen Aquivalent. Seht man z—=x’-tr, fo geht die 
som —I32?+6x0Yy—2y? über in Ir’ +5y°. 

Anmerk. Jede Form wie an H2axy-Fcy? redus 
cirt fich fogleich auf: 

ac ty)’ +(e—a)y?. 

13. Um ein anderes Beifpiel zu geben, follen jetzt fämmt: 
liche, nicht äquivalente reducirte Formen von der Determinante 
21 aufgeftelt werden. Es muß alfo fein: 

ac+l?= 21; b<VY3; = 0, 4,2. 
ER 97 2 
2) .,b =/E, a0: 2u'20; 
3) bB=L.ac=1.. . 

1) Tür 3 0 ergeben fi) durch die Zerlegung der 
Sahl 24 die redueirten Formen: 

+a@?— 217°); + (32° — 772) 

2) Sürd=1, ac=20 ergeben ſich die Formen: 

+2x°+227— 1072), + (52° —207—4y°). 

3) Für 32 darf weder a noch o kleiner als 4 fein; 
da nun ac=17, fo ift unter diefer Vorausſetzung Feine 
reducirte Form möglich. | 

Entwicelt man nun die Periode der Transformationen 
von 2° — 215y?, fo findet ſich diefelbe wie folgt. 

x? —21y? Reducirt: 
— dx?—8xy— y?)....:. @® —21y: 
+(4x2?—22y—5y2) :...: 40? — 20x y—5y* 
— 2? —62y—4y2),.... 708% —3y2 
+4x°—627—3y2) ;..%. 7x? — 3y° 
— (d2°?—2xy—4y2), ...,. 42 — 2cy—5y2 
u Ki 1 A rd EEE 
— (dx? —82y—Y?) ..... a? — 21y? 

Folglich find die drei Formen 4° — 2xy— 5y:, 
72° —3y* und © —21y* äquivalent. Dagegen find die entge= 
gengefeßten Formen 2ix®—y?, 3x?—7y?, 0° — 2xy—4y? 
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untereinander äquivalent; den vorigen En Formen aber nicht 
äquivalent. 

Daher ift jede quadratifche Form von der Determinante 
21 einer der beiden folgenden: =? — 21 7° und 21x°—y?, 
äquivalent, 

Da nun jede Primzahl, welche ein Divifor. von a* — 21 
ift, durch eine quadratifche Form von der Determinante 21 
dargeftelt wird (Sechfter Abfchnitt $. 1.), fo ift zu fchließen: 
Jede Primzahl, welde ein Divifor von x* — 21 ift, ift ent= 
weder von der Form o® —21y? oder 21x? —y*. 

So ift z.B. 1°— 41.32 —7; 1821.41 43. 

Vermoͤge des Theoremd der Neciprocität Fann man aber 
die Formen der Primzahlen finden, welche Diviforen‘ von 


x? — 21 find. Diefelben genügen der Bedingung (7 )=1 | 
alfo C)= ): und folglich 


Dei) m )=)=- 
Hierdurch erhält man die Primzahlen von der Form 
2i1n--1, 4, 16 und 212-5, 17, 20. 

Da nun jedes Quadrat, wenn ed nicht durch 3 theilbar 
ift, von der Form 3n+-1 ift, fo fann die Form &® —21y: 
nur Primzahlen In--1 enthalten, dagegen 212? — y? nur 
Primzahlen. 3242. 

Folglich ift zu ſchließen: Tede Primzahl 21nr +1, 4, 16 
ift von der Form &® —21y*. 

Jede Primzahl: 21r +5, 17, 20 ift. von der Form 
21x? -5. 

Wie dieſes Beiſpiel zeigt, , laſſen ſich durch Verbindung 
der Theorie der quadratiſchen Formen und des Satzes der 
Reciprocitaͤt merkwuͤrdige Saͤtze uͤber die Formen der Prim⸗ 
zahlen finden, von welchen eine gegebene Zahl D (die De: 
terminante) quadratifcher Neft ift, und welde daher Diviſo⸗ 
ren von —— ſind. 
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Die Wichtigkeit dieſes Gegenſtandes macht es aber noth— 
wendig, denſelben ausfuͤhrlicher darzuſtellen. Es ſollen daher 
dieſe Methoden, welche zu den intereſſanteſten der Arithmetif 
gehören, fammt einigen beifpielßweife anzuführenden Ergebniffen 
derfelben, im folgenden Abfchnitte zufammengefaßt werden. 


Behnter Abſchnitt. 

Beziehungen ziwifchen den quadratifchen Formen der 
Primzahlen und den Reſten derfelben, bei gegebener 
Determinante, d. h. den quadratifchen und linearen 
Formen der tee 


1. Stellt man fämmtliche quadratifche Formen der Di- 
viforen von @®—Dy* auf, fo find in diefen alle Diviforen 
von 2? —Dy? enthalten. Die lineären Formen derjenigen 
Primzahlen, welche Diviforen von = —Dy* find, werden 
aber. durch das Geſetz der Neciprocität gefunden. Da nun 
diefe Primzahlen, ald Diviforen, in den quadratifchen Formen 
der ſaͤmmtlichen Diviforen enthalten fein müffen, fo fommt es 
darauf an, die lineären Formen der ungraden Zahlen zu finden, 
welche in jeder quadratifchen Form der Diviforen enthalten 
find. Giebt dann eine oder geben einige diefer quadratifchen 
Formen, mit Ausfchluß der andern, lineäre Formen einer ges 
wiſſen Art, welche man zugleich durch das Theorem der Re= 
ciprocität erhalten hatte, fo ift jede diefen lineären Formen 
entfprechende Primzahl, weil fie durch den Satz der Necipros 
cität gefunden ift, Divifor von e®—Dy?, und folglich auch 
in jener odee in einer von jenen quadratifchen Formen: ent— 
halten, aus welchen fich die übereinftimmenden linearen For⸗ 
men der Diviſoren ergeben hatten. 

2. Aufgabe. Es iſt eine reducirte quadratifihe Form 
gegeben ; man foll die lineären Formen aller derjenigen Prim⸗ 
zahlen finden, welche diefe Form enthalten Fann. 
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Yufldfung. Die gegebene Form 7 fei 
ax? -2bxzy-tcy?; 
ihre Determinante D, ein Product auß lauter — 
ben Primzahlen, übrigens poſitiv oder negativ. 

Es fei ö eine Primzahl, Divifor von D, aber weder Di: 
vifor von a noch cz; man fee = a’-my, fo geht die 
Form F über in die dquivalente: 

P=azx"-+-2(am-+b)ay-+ (am +2bm-Fe)y?. 

Da nun (am-+b)—a(am?-+2bm4c) =D, fo 
erhält man: 

(am-4-b)? =a(am®-+2bm--c), mod. 6. 

Beftimmt man nun m fo, daß am-+-b==0, mod,d, 
ſo erhaͤlt man, weil a nicht Z=0, mod. Öö, 

am’+2bm+c=c=0, mod.6. \ 

Hierdurch ift die Form Z in eine äquivalente ꝙ verwan⸗ 
delt worden, deren mittlere und letzter Coefficient durch © 
theilbar find, während der erfte e& nicht ift. Um alfo die 
Reſte zu finden, welche fämmtliche, in der Form F enthal- 
tene Primzahlen nach dem Modul 5 laſſen Fönnen, braucht 
man nur die Mefte der Zahlen: 


__4\2 
a, 4a, 9a, 16a; .... a 


) a, mod.d, 


zu fuchen. Indem man diefed Verfahren für jeden Primfacs 
tor von D wiederholt, findet man die linearen Formen der 
in F enthaltenen ungraden Zahlen in Bezug auf jeden diefer 
Factoren, und durch ihre Verbindung die linearen Formen in 
Bezug auf D. 

Anmerf. 1. Hätten in der Form F die Zahlen a und 
e den gemeinfchaftlichen Factor 0, fo fege man m—=—1, 
und trandformire die Form Fin ꝙ 

pp = ax’ +2(b—a)e’yt(a—2b+c)y*. 

Da nun voraußgefeßt werden muß, da die drei Bahlen 
a, 2b, c nicht alle einen gemeinfchaftlichen Factor haben, fo 
it a—2b-Fe durch 5 nicht mehr theilbar. 
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Man findet dann die Formen der in @ enthaltenen uns 
graden Zahlen, nad) dem Modul d, aus den Neften co, 40, 


u, .... * ) c, indem man c’ u, a—2b-ro nimmt, 


Iſt ferner 5 durch Ö theilbar, fo ift es immer auch eine 
der Bahlen a und c, weil 5?’ —acZ=0, mod.6,. 
Nach der angegebenen Methode erhält man für jeden uns 


—1 
graden Divifor 5 von D 3 verſchiedene Reſte; ift alfo 


D=80'545,,.., fo erhält man, dur) Combination, 


— BAR, — e e 
re 5 L .... verfihiedene lineare Formen für dies 


jenigen ungraden Zahlen, welche Diviforen 2? —D fein koͤn⸗ 
nen. Enthält D noch den Factor 2, fo daß D=200%0...., 
fo erhält man eben fo viele Formen ungrader Zahlen. 

MWofern ed nöthig ift, bringe man diefe fammtlichen Fors 
men auf den Modulus £D, indem man die Reſte =4n +1 
oder An 4-3 nimmt, je nachdem die quadratifche Form aus⸗ 
fhließlih die eine oder die andere Art von ungraden Zahlen 
enthält. 

Hierüber werden im folgenden $. noch die nöthigen Bes 
merfungen gemacht werden. 

Anmerf, 2. Man hat nit nöthig, fi) ganz ftrenge 
nach der im $. angegebenen Methode zu richten, indem es im 
Allgemeinen Fürzer fein wird, fogleich die Nefte von ax?, 
mod. D, zu fuchen, wobei für a nur die relativen Primzah⸗ 
(en gegen D von 1 bis ZD zu feßen find. Diefes Verfahren 
fest aber voraus, daß a eine relative Primzahl gegen D ift, 
ae $. 6 diefes Abſchnitts. 

3. 4) Iſt die Determinante negativ und von der Form 
4143, ſo erhalten alle quadratiſchen Formen der ungraden 
Diviforen von &* -Dy? ſowohl ungrade Zahlen An+1 
als An-+-3. 

Daffelbe gilt von den Diviforen der Form x®—Dy°, 
wenn D pofitiv und An-+-1 iſt. 
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Beweis. Es ſei 1) D=4n-1, und eine quadras 
tifche Form der ungraden Diviforen von &® — Dy?: 
ax? -+-2bxy+cy? (F), 
in welcher > —ac—=D. », 

Man fann annehmen, daß einer der beiden Goefficienten 
a,0% z. B. a, grade ift. Denn wären @ und c beide unge 
ade, fo feße man & — @’--y; alödann erhält y* nad) der 
Transformation den Coefficienten «4 c, welcher grade iſt. 
Es fol alfo a=2a’ fein, daher ift d wegen der Gleichung 
d2— ac==D nothwendig ungrade, und ce muß ebenfalld une 
grade fein, weil fonft alle Coefficienten der Form F durd) 2 
theilbar fein, und folglich feine ungrade Zahl darftelfen Fünn= 
ten. Da nun b ungrade, fo it =8m-+1, D=4n—+1, 
folgliy aca=b®— D=8m-— An, alfo ac * ar 
und folglih a durch 4 theilbar, 

Daher findet man die Nefte, welche Be 
mod. 4, läßt, indem man y die ungraden Werthe 1 und 3 
giebt. Diefe Refte find folgid Z2c+c oder 60 +-9c. 

Nun iftc=I9c, mod. 4, 622, mod. 4; alfo find 
alle Reſte = 2x + c, folglih fowohl c a8 c-+2, je 
nachdem ac grade oder ungrade, SIft nun c—1, mod. 4, 
fo ft c+2=3, mod. 4; und ift 24 ſo iſt 
c=—1Z=3, mod. 4. 

Iſt DAn8, ac—b?’=D, fo muß ebenfalls, 
wenn a grade ift, 5 ungrade und a durch 4 theilbar fein. 
Daber ergeben fich wieder die Nefte der Formen F, = c und 
— c4+2, mod. 4, welcde den Reften 1 und 3 gleich gelten. 

db) Ift dagegen D pofitiv und An--3, oder D negativ 
und 4n 4-1, fo fann eine quadratifche Form der Diviforen 
nicht zugleich lineare Formen beider Arten, An +1 und 4n +3, 
enthalten. 


Beweis, Die quadratifhe Form der Diviſoren von 
a — (4n + 3)y* oder &® + (4n+1)y* fe 


(F) 2a@® --2ber + cr”, 
wo e ungrade ift. 

1) ftD=4n+1 und negativ, fo ift dao-b=D. 

Alsdann ift d nothwendig ungrade, und 2Zaco=b*’--D, 
—=4An-+2; alſo a4 ungrade. | 

2), D=4n+3, ®—2ac=D, fo ift wieder 2 
ungrade, und 2ac= b?— D=8m +1— (An +3)=4n+2; 
folglidy @ ebenfalls ungrade. 

Wenn nun in der Form (F) a ungrade ift, fo wie d 
und c, fo findet man- für die Reſte, welche die in F enthals 
tenen ungraden Zahlen ınod. 4 laſſen, die Form: 2x? +2 + co, 
indem man die Bielfachen von + weglaͤßt. 

Iſt nun x grade, fo findet fich der Reſt c, ift = uns 
grade, fo findet fich der Reſt c ebenfalls, 

Folglich enthält die. Form F nur ungrade —— der 
einen Art, nemlich entweder An--1 oder 4n +3, je nach⸗ 
dem c von der Form An—1 oder An+3 ift. 

4. Nach dem Inhalte der vorftehenden d. d. kann man 
alfo die lineären Formen fämmtlicher Diviforen von 2? — D 
finden, indem man fammtliche, nicht äquivalente quadeatifche 
Formen diefer Diviforen aufſtellt; und aus denfelben die ents 
fprechenden lineären Formen entwicelt. Da angenommen ift, 
daß D feinen quadratifchen Factor enthält, fo können die Coef— 
fiienten a, 25, 0 einer reducirten Form feinen gemeinfcjaftz 
lichen Factor haben, außer 2, denn ed würde fonft D=d2— ae 
durch ein Quadrat theilbar fein. In fo fern man nur diejes 
nigen lineären Formen aus den quadratifchen entwickelt, welche 
ungrade Primzahlen enthalten fünnen, wird es nothwendig 
fein, eine quadratifhe Form, deren Coefficienten alle durch 2 
theilbar find, auszufchließen, da diefelbe nur grade Zahlen dars 
ftellt; wie auch ſchon in $. 2, gefchehen ift. 

Beiſpiel. In $. 16. des vorigen Abfchnittd ward. ges 
funden, daß jeder ungrade Divifor von ce? — 21 in einer der 
Formen 2 —21y? und 2lx®—y: enthalten ift. 
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Um nun die in diefen Formen enthaltenen lineären For—⸗ 
men zu finden, darf man in der erften derfelben dem x nur 
folhe Werthe geben, welche relative Primzahlen gegen 21 
find. Man muß alfo feßen: 
x=41, 2,4, 5, 8, 10, 11, 13, 16, 17, 19, 20, mod. 21, 

Schließt man die NL Hälfte derfelben aus, weil z. B. 
21-22 1%, e ., fo bleiben für & die Werthe: 
1, 2, 4, 5, 8, 10, deren NR nach dem Modul 21 die 
Nefte 1, 4, 16, 4, 1, 16 geben. | 

Alfo ift jede Primzahl, Divifor von ec? — 21, wenn fie 
in der Form x? — 21y* enthalten ift, von einer der Formen 
2in--1, 4, 16. 

‚ Da die Determinante D= 21 pofitiv und An—1 ift, 
fo enthält jede quadratifche Form ungrader Diviforen. beide 
Glaffen An +1 und 4n +3. | 

Um alfo die gefundenen Formen fo darzuftellen, daß die⸗ 
ſelben nur ungrade Zahlen enthalten, genuͤgt es, ſie auf den 
Modul 2.21= 42 zu bringen. Man erhält: 

| 42n--1, 25, 37. 

Die zweite Form ungrader Diviforen war Q1 x —y?. 
Sn diefer Form darf y nur Werte 1, 2, 4, 5, 8, 10, 
mod, 21, erhalten; und diefelbe giebt daher y„==1, 4, 16, 
alfo —y*==5, 17, 20, mod. 21. 

Die Form 210? —y* ftelt daher nur ungrade Prim⸗ 
zahlen 211 —6, 17, 20 oder 42n--5, 17, 41, und die 
Form x —21y* nur ungrade Primzahlen 2n41, 25, 
37 dar. 

Nun ift (vergl. $. 13. Abſchnitt 9.) jede Primzahl 
42n-+-1, 25, 37, 5, 17, 41 Divifor von x —21, alſo iſt 
jede folhe Primzahl in einer der Formen co —21y?” und 
21x —y? enthalten. Alfo ift zu fihließen: Jede Primzahl 
42n--1, 25, 87, ift von der Form x? —21y?. Jede 
Primzahl 4224-5, 17, 41 ift von der Form 210° —yY?. 

5. Man verlangt noch die Diviforen von =? -+21y*. 
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Es iſt ac Pi, 32, 0, 1, 22 
—7 24 
b= rar 
b= Iraae2. 

Dies giebt die reducirten Formen: 
or +21y?, 302+7y?, 20? + 2oy +1ly?, 534 day +5y?, 
in welchen jeder Divifor von 22215 enthalten iſt. 

Seht man in die letzte dieſer = a —y, fo geht fie 
über in: 50°-+5xy4-6y?, welde an der Stelle der vori⸗ 
gen gebraucht werden ſoll. 

Die lineaͤren Formen der Primzahlen, Diviſoren von 
421, werden nach) dem Satze der Reciprocitaͤt gefunden 


aus der Formel; ei == 1, öder (=) = Ti 
pP pP 


St 1) p=4n--1, fo folgt: 


F=-9)9=: 
alfo entweder 


==: =) =-ı 


Diefe Formen geben: 
S84n-+-1, 5, 17, 25, 37, 41. 


ee 2) 
Dies giebt p=84n-+31, 55, 19, 3, 71,11. 
Es ergeben fi) daher 4 Gruppen: 


1) Bahlen von der Form An-1, In-H1, 7n-H1, 2, 4, 
d. i. SIn-+1, 25, 37. 

2) Sahlen von der Form An--1, In-+2, 7n-4-3, 5, 6, 
d. 1. 8SIn+5, 17, Ai. 

3) Zahlen von der Form An+3, In-1, 43, 5, 6, 
d. i. Stn-+-31, 55, 19. 

4) Zahlen von der Form An-43, 3n-+2, 7n-1, 2, 4, 
d. i. 84423, 71, 11. 


Minding Arithmetik, M 
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Bon den 4 Formen aber, in denen alle diefe Primzahlen 
enthalten fein muͤſſen, nemlich: 
1) x -+-21y?, 
2) 32?--7y?, 
s 2x? +-2xy +11y°, 
52? +6xy+ 67°, 
enthalten die 1fte In 4te nur ungrade Zahlen An-+1, die 
2te und Ite nur ungrade Zahlen An+-3. 


Ferner enthalten 1) und 2) nur Zahlen 3a-+1, —* 
gen 3) und 4) nur Zahlen 3242. 
Die Formen 1) und 3) enthalten nur Zahlen: /n+ 1, 
2, 4; die Formen 2) und 4) nur Zahlen: 7n 3, 5, 6; 
folglich ift gefunden: 
1) die Primzahlen 84n--1, 25, 37 find von der Form: 
x? +-21y?. 
2) die Primzahlen 84 +5, 17, 41 find von der Form: 
52° 4-6x0y+-67°. 
3) die Primzahlen 84419, 31, 55 find von der vorm: 
3x°?-+-7y°®. 
4) die Primzahlen SAr 4-11, 23, 71 find von der Form: 
2x2°+-2xy--11y°. 
6. Die quadratifchen Formen der Diviforen von? +105u* 
ergeben fi), wie folgt: 
ac—b = 105, b<LY%. 
1) B=( vee=105=35.7, 
2), b =1, aoe= 106. 522.53, 
3),  v=2,,a0o=10J, 
4) b=3, ac—=114=2.3.19, 
5) dead, 4 il, 
6) 35, ac—=130—=2.5.11. 
In den bieraud zu entwicelnden reducirten Formen darf 
weder a noch c kleiner fein, als das entſprechende 26. Dies 
giebt die Formen: 
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I) 5b=S0, a1, 0103, 
2) b=0, a=3,.c=35, 
) ernten 2, 
4) EDER TR 0 15, 
De 3 
6) Be 6, 0.19, 
Vz a=11, o=11, 
8) 2=5, a=10, c= 13, 


Es iſt zweckmaͤßig, diefe 8 Formen fo zu fehreiben, daf 
immer einer der Goefficienten a oder c in denfelben grade 
wird *), 

Hierdurch wird aus den angeführten Formen der Reihe 


1) 2° + 2xy-+106y2, 
2) 3x? 6xy-+ 387°, 
3) 9x? --1Oxy- 26y2, 
4) 7x +HA4xy- 22y?, 
5) 22° 2xy + 53y*, 
6) 6x? 6rcy-+ 19y?, 
7) 11x -140y + 14y?, 
8 100° +10 xy 13Y?, : 

Die Form 7) entfteht aus der urfprünglichen: 

11x” --82y-+-11y? 
durch die Annahme = a’y, y=—yt. 

7, Um zu erfahren, welde Nefte die in den vorftchen- 
den quadratifchen Formen enthaltenen ungraden Zahlen nad) 
dem Modulus 420 laſſen koͤnnen, braucht man für diejenige 
der Größen x und y, deren Quadrat mit ungraden Coefficiens 
ten vorfommt, nur ungrade Werthe zu ſetzen. 

Zunaͤchſt ergiebt fih daß von den obigen Formen die 1, 
3, 5, 8 nur ungrade Zahlen An-}1, dagegen die 2, 4, 6, 7 
nur ungrade Zahlen Ar 4-3 enthalten, - 


nad) 


) Diefe Geftalt war ben quadratifhen Formen fon in $. 2.5. 
gegeben worben, 
M2 
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Ferner ift Flar, daß die erfte Form: 2° --2x0y 4 106y* 
welche fi auch x 1055 fchreiben läßt, nur Zahlen von 
den Formen: Intl, 5144, 3 und 7n +1, 2, 4 
enthält. 

Ale diefe Formen geben zufammen und mit 4n 4-1 vers 
bunden den Sak: 1) Jede Primzahl 420n--1, 109, 121, 
169, 289, 361 ift von der Form 440655* (oder 
x-22y7-+-106y*) (cf. $. 10, Abſchnitt 3.). 

Die Form 3, welche ebenfalls nur Primzahlen An t-1 
enthalten kann, ift nun noch in Bezug auf die Primzahlen 3, 
5, 7 zu betrachten. 

Zu dem Ende fihreibe man fie 9x -+-217?. 

Da x* ftetS von der Form In—1 ift, fo enthält diefe 
Form nur Zahlen: I3n+2, ferner in Bezug auf 5 Zahlen 
5n--1, 4, und in Bezug auf 7 Sahlen congruent 5.1, 5.4, 
5.2, d.i. /n--5, 6, 3. Daher 2) jede Primzahl 420r +41, 
89, 101, 209, 269, 341 ift von der Form 5?4-217?. 

Die Form 5) 2x? +22y 4537? enthält ebenfalls 
nur ungrade Zahlen Zr 1. im fie in Bezug auf die Prims 
sahlen 3, 5, 7 zu unterfuchen, dient die Bemerfung, daß man 
diefe Form in eine andere transformiren kann, in welcher der 
mittlere und der legte Goefficient durch 3, 5, 7 theilbar ift, 
während der erfte 2 unverändert Bleibt. Vergl. $. 1. dies 
fes Abſchnitts. 

In der That, fest man ftatt =: 0’--my, fo fommt 
die Transformation: | 
20° 42 (2m --1)x’y + (?2m?-+2m--53)y*. 
Seßt man nun z.B. m=1, fo fommt die Form, 
2x°4-6xy7-4+57y°. 

Setzt man m=2, fo fommt: 

2x? +10xy-+-65y°. 
Sekt man m =3, ſo fommt: 
22° 4140 y-+77y*. 


— 1831 — 


Ohne diefe Subftitutionen wirklich zu machen, brauchte 
man nur die Reſte zu fuchen, welche die Zahl 2x? nad) den 
ınod. 3, 5, 7 laſſen kann. Die Formen, welche hieraus fol- 
gen, find: 

3n-+?2, 5n--2,3, 7n-+2,1, 4. 

Alfo: 3) Jede Primzahl 420n-53, 113, 137, 197, 
233, 317 ift von der Form: 2x? -2cy-53Y? 

Die Ste Form: 10x? 4-10 0y+13Y? enthält ebenfalls 
nur Sahlen 4n—t1. In Bezug auf den Modul 5 kann diefe 
Form nur Sablen Sn 4-3, In--2 enthalten. 

Um die Form in Bezug auf 3 und 7 zu unterfuchen, 
feße man, ftatt ze: c--my, fo fommt: 

10x? +2(10m45)xy + (10m? -+-10m +13) y?. 

Setzt man bier m==1, fo fommt: 

10x2?--30xy--337; 
woraus hervorgeht, si die Form nur A ORIEIEN Sn--1 
enthält, 

In Bezug auf den Modul 7 ergiebt fi) für m=3 bie 
quadratifche Form 
| 10x? 47027 -4-1337*, 

/n-3, 5,6. 

Daher 4): Jede Primzahl 420n 4-13, 73, 97, 157, 313, 
397 ift von der Form: 10x -4-10xy--15Y* 

Die Formen 2, &, 6, 7, welde nur ungrade Zahlen 
4n-3 enthalten, find: 
| 2) 32? 6x0 y + 38Y*, 

4) 72-140 y 4 22y°, 
6) 6x? +60 y +19 Y°, 
” 7) 11x? +14xy-14y°. 

Bon diefen enthält 2) Bahlen In-+2; In-+3, 2 und 
7n+3, 5,6. Alfo: 5) Jede Primjahl 420-447, 83, 
‚143, 167, 227, 383 ift von der Form: 3a? -+-6xYy-+ 38° 

(oder 52°--95 7°). 


und die lineären 
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Beifpiel. | D 
MEI, 

893 = 3.16 435, 

167 = 3. 94+35.4. 


Die Form 4) enthält ungrade Zahlen von den Formen: 


Sn --1, In--2, 3, 7n+1, 2, 4. 
Died gicht 6) Primzahlen von den Formen: 
420n +43, 67, 127, 163, 247, 403, 


welche von der Form 7x?-+142y-+22y? oder 702415 7° | 


fid. 43=7.4-415. 
Die quadratifche Form 6) enthält nur ungrade Diviforen : 
3n +1, Sr +1,4, 7n-46,3.5. | 
Alſo find 7) ale Primzahlen 4202-19, 31, 139, 199, 
271, 301 in der quadratifchen Form: 60? +6xy+19y? 
enthalten. 3.8. 3 =194+6-+6. 


a ne “ 


Endlich find die in der Form 7) enthaltenen ungraden 


Primzahlen von der Form: 3n-2, 5n+1, 4, 7n-H, 2, 4. 
Folglich 8) die Primzahlen: 420 r+11, 71, 191, 239, 

359, 179 find von der quadr. Form 11x?+14x%y +14y°. 

1=11.9—14.3+ 14.1 

1= 11.9—14.3.2-+14.4 Vergl. 9.2. Abſchnitt 7. 


8 Wendet man diefe Methoden auf die Determinanten 


nn 


—1, +2 an, fo erhält man einige Säße, die ihrer Einfad)e 


beit wegen noch hervorzuheben find. 


1) Die reducirten Formen von der Determinante —1 
ergeben fih aus der Gleihung >? — ac—=—1, nad) weldyer ° 


d5=0 angenommen werden muß; alp a=c=1. 


Alfo: Jeder Divifor von u 4-v? ift von der Form | 


x? 4y2; oder: Jeder Divifor einer Summe von 2 Qua⸗ 
draten ift felbft die Summe zweier Quadrate, 

Der Divifor x? +y? enthält nur ungrade Zahlen 
4141. 

Jede Primzahl von der Form An 44 iſt Divifor von 
„1 oder u? +v2 (Abfehnitt 3. 53.) | 


u Be ne Em U ln an 
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Jede Primzahl An 44 iſt die Summe zweiet Quadrate. 
Undzwar fann die Zahl nur auf eine Weiſe in 2 Quadrate 
gerlegt werden, (Abſchn. 6. $. 2.) 


2) Die reducirten Formen, der Determinante 2 werden 
aus der Bedingung 322440 2 gefunden. Man erhält: 
B=0, ac=2; alfo find die reducirten Formen der Divi⸗ 
foren von u — 2:02? —2y? und 22°? —y®. | 

Diefe beiden Formen find aber Aquivalent; denn feßt 
man: 2—=ax’—2y’, y=ax’—y’, fo ift diefe Subftitution 
Aquivalent, und man erhält: 
=? -—-2y2 = (a —2y ty m ya”. 

Jeder Divifor von u? —2v* ift folglich von der Form 
x —2y?; und da jede Primzahl 8n+1, Br +7 Divifor 
von u? —2 ift, fo folgt: 

Jede Primzahl Sn+1, 8n-7 ift von der Form 
zr—2y:, 

In Bezug auf die Diviforen von u +2 ergiebt ſich 
ebenfalld nur eine reducirte Form ’--2y?, welche ausſchließ⸗ 
ih ungrade Zahlen 8n+1, Sn-+3 enthält. 

Jede Primzahl von einer diefer Formen ift Divifor von 
x* 4-2; alfo: Jede Primzahl Sn +1, 818 ift von der 
Form x°-+-2y°; und zwar läßt fie fih nur auf eine Weife 
in diefe Form bringen, 


9, Diefe und die ähnlichen Reſultate für die Determi- 
nanten 3, 5, 6, 7, 10 find in der folgenden Tabelle zuſam⸗ 
mengeftellt. 

In der erften Spalte findet ſich die gegebene quadratifche 
Form, in der zweiten ihre einfachften reducirten, nicht äquiva- 
lenten quadratifchen Diviforen, und in der dritten die lineären 
Formen derfelben, welche fämmtlich mit den durch das Geſetz 
der Reciprocität zu findenden Formen übereinftimmen. 


—  —  SEu RN 


1. ue— 2| 2? 272 8n-+-1, 8n+7. 
u? — 3] arı3y? 112n-+1. 
30? —y* I2n +11. 
us 5) x’ —5y* 2O0n--1, 9, 11, 19, 
w— 6) 2? —öy* 24n 4-1, 19. 
60° —y* 24n--5, 23. 
ur — 71 x —7y° 2Sn-t1, 9, 25. 
7.0 —y” 28n+3, 19, 27. 
u 10] = —10y* 40n-H-1, 9, 31, 39. 
A 2x8 NR 40n-+-3, 13, 27, 37. 
2, „+1 ern 4n+1. 
„+ 2] x-+2y* Sn-1, 8n+3. 
u? 4 3] x°-+-5y* 6n-1. 
„+5 2®-4+5y* 2O0n-1, 9. 
| 2x? +22 +3y*|20n 43, 7. 
w”4-6| x°-+-6y* 24n--1, 7. 
2x2°4-37y* 24n--5, 11. 
u 4 7| 2?--7y* 142-9, 11. 
„“+10| x +-10y* 40n--1, 9, 11, 19. 
2x -5y? 40n 4-7, 13, 23, 37. 


Jede Zeile diefer Tabelle, welche ſich bei Legendre viel 
weiter fortgefeßt findet, giebt einen intereffanten Lehrfaß. 

8.8. jede Primzahl 12 +1 ift von der Form =?—3y?, 
und jede Primzahl 127.411 von der Form 3a? —y?. 

Jede Primzahl Gar, d, i. 12n +1, 122-7, ift von 
der Form 2? —3y°%, u. ſ. w. 


Anwendung der bisher gefundenen Saͤtze auf mehrere 
Aufgaben der Arithmetik. 


1. Aufgabe. Eine gegebene Zahl in ihre einfachen 
Factoren zu zerlegen. 
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Um diefe Aufgabe zu löfen, muß man befanntlich die 
gegebene Zahl A durch alle Primzahlen, die Fleiner find aldö A, 
dividiren. Geht fie durch Feine derfelden auf, fo ift fie eine 
Primzahl. 

Alein je größer die gegebene Zahl ift, defto mehr wird 
der Verſuch mit allen Primzahlen, die kleiner find ald YA, 
weitläufige Nechnungen erfordern, Es ift daher erwünfcht, 
eine Methode zu haben, durch welche man von allen Primzah— 
fen unter YA nad) und mac) diejenigen ausfchließen kann, 
welche ſchon wegen ihrer lineären Form in Bezug auf 
einen gewiſſen Modulus nicht Diviforen von 4 fein fünnen, 
und mit denen daher den Derfuch der Divifion zu machen 
uͤberfluͤſſig ift. H 

Um dies fogleich an einem Beifpiele zu erflären, fol uns 
terfucht werden‘, ob die Zahl 9461 eine Primzahl ift, oder in 
welche PBrimfactoren fie fich zerlegen laßt. Die Quadratwur— 
sel aus diefer Zahl liegt zwifchen 97 und 98 und man müßte 
den Verſuch der Divifion alfo mit den folgenden Primzah— 
len machen: 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 
43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. 

Die Zahl 9461 ift aber = 9216-245 = 96° 45.72, 
folglich) müffen alle Diviforen von 9461, wie auß der Bedins 
gung (=?) —1 folgt, von der Form: 20rn--1, 3, 7, 9 
fein. 63 bleiben daher von allen oben genannten Primzahlen 
nur die folgenden: 3, 7, 23, 29, 41, 45, 47, 61, 67, 83, 89. 

Um die Anzahl der noch nöthigen Verſuche zu vermin— 
dern, fuche man für die Zahl 9461 noch eine andere quadra= 
tifhe Form; man findet 9461 = 9409 4 13. 4, alfo 

9461 —= 97? 413.22, 

Es ift aber gefunden, daß jede Primzahl, Divifor von 
ı--13u*, von einer der folgenden Formen fein muß, welche 
fi) leicht aus der Bedingung Bi, =—=1 ergeben: 

520-1, 9, 17, 25, 29, 49; 7, 11, 15, 19, 31, 47. 
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Hiernach bleiben von den obigen 9 Primzahlen die fol⸗ 
genden übrig: 7, 29, 47, 61, 67, 83; da die Primzahlen 
3, 23, 41, 43, 89 von feiner der obigen Formen find. 

Um mehrere quadratifche Formen zu finden, welche dienen 
fünnten, noch einige von den zuleßt übrig gebliebenen Primzah— 
len auszufhließen, fann man die Quadratwurzel aus D= 9461 
in einen SKettenbruch entwickeln. Denn ift ein vollftändiger 


Duotient diefes ai — — und der entſprechende 


Naͤherungswerth: 2, ſo iſt p — alſo D Divi⸗ 


for von pFN. Huf diefe Art findet man: 


y9a61 = 7-4 = 972-9461. 1? = — 82. 


a -=3 5 me. = +8. 
V9461-59 _ 389 nat, 

1 TG me, 
el ig er 10702— 9461.12 = 119. 


y94614+54 __ 1459 | en — 
a 1 15 1459?— 9461.15? = 44. 


—— 5 etc. etc 
etc. 
Es ift alfo 9461 ein Divifor von 
. 12452 
(2? —115 
2? 55 
12 —119 
2 4- 44 etc. 


Wird dad letzte diefer Refultate benust, fo ergiebt fich, 
daß 9461 ein Divifor von e*+11.4 oder von #*-H11u? iſt. 

Jede Primzahl alfo, welche in 9461 aufgehn fol, muß © 
ebenfall8 ein Divifor von 24-11 u? ‚ und daher von einer 
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der folgenden Tineären Formen fein, welche aus der Bedingung 


we —= 1 folgen: 
z 22n--1, 3, 5, 9, 15. 

Unter den Primzahlen: 7, 29, 47, 61, 67, 83 entfprechen 
diefen Formen nur die beiden folgenden: 47, 67, mit welchen 
alfo allein noch der Verfuch der Divifion zu machen ift. 

Nun geht aber 9461 weder mit 47 noch mit 67 auf; 
folglich ift die Zahl 9461 eine Primzapl. 

Ein zweites Beifpiel gebe die Zahl 2777, welche von der 
Form — 2u® (53? — 2.2?) ift. | 

Bon den Primzahlen 3, 5, 7, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 
29, 31, 37, 41, 43, 47 bleiben daher nur die Formen: 
Sn-+1, Sn 4-7 übrig, alfo: 7, 17, 41, 23, 31, 47. 

Ferner it 77 = +1 (lt=5l, v4); alſo 
bleiben die Formen: 222 +1, 3, 5, 91, 15 allein noch übrig, 
d. i. die Zahlen 23, 47, 31, und da 2777 durch Feine derfels 
ben theilbar ift, fo ift es eine Primzahl. 

Die bier angewandte Methode beruht, wie aus den ge= 
gebenen Beifpielen erfichtlich ift, darauf, daß man entweder 
die gegebene Zahl felbft in quadratifche Formen bringt, oder 
andere quadratifche Formen findet, von welchen die aegebene 
Bahl ein Divifor ift, alfo überhaupt Vielfache der gegebenen 
Sahl auf quadratifche Formen bringt. Es verfteht fich, daß, 
wenn die Determinante einer ſolchen Form einen quadratifchen 
Factor enthält, diefer weggelaffen werden fann. Dergleichen 
Formen laffen ſich meift durch Verſuche leicht finden. Die 
Anwendung einer binreichenden Anzahl derfelben ift der Divi— 
fion mit einer großen Menge von Primzahlen weit vorzuziehn. 
Sie fest aber, fo wie diefe, die Kenntniß aller der Primzah— 
Ien voraus, welche Fleiner find, als die Duadratwurzel der 
gegebenen Zahl. Zur Erleichterung derfelben ift daher eine Ta= 
belle der Primzahlen nüglih, weldhe man in der angehängten 
Zafel bis zur Zahl 2063 fortgefegt findet. 
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Eine größere Tafel (bis zu der Primzahl 400031) giebt 
Bega im zweiten Bande feiner Sammlung mathematifcher 
Safeln. 

2. Es iſt hier der Ort noch einige (oeeiehfe Nefultate in 
Bezug auf Zahlen von gewiſſen Formen mitzutheilen. 

Diefe Formen find a”4-D" und a"—D”, in welchen 
a, b, rn ganze Zahlen bedeuten, von denen die beiden erften 
auch relative Primzahlen find. Es laſſen ſich nemlich allge— 
mein lineaͤre Formen derjenigen Primzahlen finden, welche Di— 
viſoren von a”+5” find. 

Es fei p eine Primzahl, Divifor der Zehl an in, fo ift 
d nicht theilbar durch) p, und man Fann daher immer der Con 
gruen; ba, mod.p, Genüge leiſten. Iſt alſo "= +Dr, 
mod.p, fo folgt: 

bz"—H+b”, mod.p, alſo: «—=-+1, mod.p. 

Sit alfo p ein Divifor der Form a”+b”, fo muß es 
auch ein Divifor der Form: x” +1 fein, und man kann ſich 
daher auf die leßtere in der folgenden Unterfuchung befchränfen. 

Es fei nun zuerft die Form a”—-1 gegeben, von wel: 
cher die Primzahl p ein Divifoe fein mag; und man fege 
p=?2nz-+r, wo der Reft r Fleiner ald Ir und. pofitiv ift. 
Dann = —1 ud am Zi, mod.p, fo folgt 
art —gemZ4, mod.p. Iſt nun zuvördeft r—=1, 
ſo ift @—1, mod.p, was aud) x fein mag; und der Di- 
vifor p ift von der Form 2nz-+1. 

Iſt aber r größer ald1, fo few der größte gemeinfchaft- 
liche Factor von nz nd r—I,n=n'w r—1l=r'w, und 
ar'w —.-_1, 2wZ=1, mod.p. 

Da nun n’ und r’ relative Primzahlen find, fo Taffen fich 
immer 2 Zahlen » und o finden, fo daß no—r'v—=1. 

Hieraus folgt: ar = (—1), alfo ar tr (1)! 
und weil 21, (A); folglich (-N" = — 1 
und —1)'=1. 
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Von dieſen beiden Bedingungen zeigt die erſte, 
(— ee; mod.p, 
daß n’ und e ungrade Zahlen fein muͤſſen; die zweite zeigt 
dann, daß r’ grade ift. Man bat nun «”Z=—1, mod.p, 
und erhält hieraus folgenden Satz: 

Jede Primzahl p, Divifor von x”-+-1, ift entweder von 
der Form Anz-1 oder wenigftend ein Divifor 1, wo 
w Quotient von zu, dividirt durch eine ungrade Zahl n’, ift, 

Aus diefem Sage geben folgende Zufäße hervor: | 

Zufaß 1. Iſt r eine ungrade Primzahl, fo ift jeder 
Divifor von "1 von der Form 2nx-t1. 

Zufaß 2. Sft m eine Potenz von 2, fo ift ebenfalls 
jeder Divifor von «4-1 von der Form 2nc +1. 

3. Aehnliche Betrachtungen führen zu ähnlichen Nefuls 
taten in Bezug auf die Zahl = —1. | 

Es fi p=nz-+r, fo muß @"==1, mod.p, fein, 

Alfo ift entweder r—=1, und p=nz-+1, oder es ift 

r >, 
Alsdann fei zw der größte gemeinfame Factor von z und 
r—1, pda n=nw rl=rw, undfe on’—vr —=1, 
er—v(r—N)=w; fo folgt: 1, "Ze, mod.p, 
alfo ar —4, PD Z1, mod.p, und folglid) zer tr )4, 
oder 1, mod.p. Alfo ergiebt fi: 

Fede Primzahl p, Divifor von x” —1, ift entweder von 
der Form p—=nz-+1, oder wenigftens ein Disifor = —1, 
wo w ein Factor von z ift, 

Zufas 1. If n eine Primzahl, fo find alle Diviforen 
von a —1 von der Form 2nz-1, mit Ausnahme der Di⸗ 
viforen von 2—1. 

Zuſatz. 2. Sft z eine Potenz von 2, fo ift 

o"—1 — æꝛ9). 

Desgleichen iſt a" —1= (x" —1)(@2”"? 1) 
wf.w., alſo: &"—1=(x2”"" 1) (0? +1)... 
(2? +1)(c+1)(2— 1). 
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Man hat alfo in diefem Falle die Diviforen von a1, 
42-+1, bierauf von +1, 8z-+H, von @® +1, 162-4, 
etc. zu ſuchen, wenn ar eine gegebene Zahl ift. 8. B. «8 
fi 2=2, und man frägt nad) den Diviforen 222 —1. Es 
ift 2721 = (2741) (23-41) (21/2241) (212-1), 
alfo ift 23? —1 durd) 3, 5, 17 theilbar. 

Es bleiben alfo die Zahlen 23-1 und 26-1 noch 
zu unterfuchen. Die erfte ift 257, die zweite: 65537. 

Jeder Divifor von 257 muß von der Form 162-1 
fein, und jeder Divifor von 65537 von der Form 322 414. 

Unter den Primzahlen von 1 bis Y257 befindet fich aber 
eine 1621 nit; alfo ift 37 —=2°-+1 eine Primzapt. 

Ferner finden fi) unter den Zahlen von 1 bis 765537 
(8. i..256, ....) nur die folgenden von der Form 32z+-1: 

33, 65, 97, 129, 161, 193, 225, 
unter welchen nur 97 und 193, Primzahlen find. Es iſt aber 
65537 weder durch 97 noch 193 theilbar, und alfo eine 


Primzahl. \ 

Mithin ift die Zahl 232 — 4 das Produft folgender 
Primzahlen: h 
RR 65537, 257, 17, 5, 3. 


Sufaß 3, Da die Zahlen 2241, 23-41, 2414, 
2:6 4-1, wie fo eben gefunden ift, Primzahlen find, fo hatte 
man Veranlaffung zu der Vermuthung, daß alle Sahlen von 
der Form 2" 1 Primzahlen fein möchten. Died wurde 
namentlich von Fermat behauptet. Allein die Zahl 22° +1 
—2224 1 ift, wie ſich fogleich ergeben wird, Feine Prim⸗ 
zahl, und daher jene Vermuthung widerlegt. 

Sucht man nemlich die Diviſoren von 22244, welche 
von der Form 64: 41 fein muͤſſen, fo findet ſich bald unter 
den Primzahlen von 1 bis 27° (di. 256° = 65536) die 
Primzahl 641, welche ein Divifor von 2??+-1 iſt. In der 
That ift | 
23211 — (65536)? +1 — 4294967297 = 6700417 x641. 
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Zerlegung einer Zahl in 4 Quadrate, 


1. Sind die beiden pofitiven oder negativen Zahlen B 
und C durd) die Primzahl p nicht theilbar, fo laßt die Größe 
Bv’+C, durch p —— * man der unbeſtimmten v 


alle Werthe von Null bis FT nicht, offenbar P ai 


fchiedene Refte. Denn En v und v’ Fleiner ald — pi), 
Bv®e+ C=Bv”+C, fo muͤßte "—v’, drvzHtv 
fein, mod. p, was nicht möglich ift, weil v und v’ Fleiner 
als —* —— 

re (äßt auch ein Quadrat u?, wenn deflen Wurs 
gel u alle verfchiedenen Werthe von O bis Z(p—1) erhält, 
3(p-+1) verfchiedene Nefte, mod.p. 

Lehrſatz. Es ift immer möglich, die unbeftimmten 
Größen des Ausdrucks u?— Bv?—C (u und v) fo zu wähs 
len, daß derfelbe durch p theilbar wird. 


Beweis. Unter den £ ani verfchiedenen Reften, welche 


die Zahlen u? und Bu? --C dur p dividirt laffen, muß es 
nothwendig wenigftens 2 gleiche geben. Denn wären alle 


a Reſte von u* verfihieden von allen P = ; Reften von 


von Bv?+-C, fo müßten p-+1 verfchiedene Refte bei der Dis 
vifion mit p übrig bleiben fünnen, was nicht der Fall ift. 

Laſſen nun u? und Bv?--C für gewifje Werthe von 
u und v, durch p dividirt, gleiche Refte, fo ift u — Bv2—C 
durch p theilbar. 


2. Lehrſatz. Jede Primzahl p ift eine Summe von 4 
oder ‚weniger Quadraten. 

Beweis. Nach dem Lehrfaß ded vorigen $. ift es im⸗ 
mer möglih, für die unbeftimmten Größen u und v folde 
Werthe zu wählen, die nicht größer find ald 3p und zugleich 


ver⸗ 


Paz 
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„2 4+v? 4-1 durch p theilbar machen. Folglich) ift es auch 
möglich, die vier unbeftimmten Größen z, v, w, x fo zu 
wählen, daß die Summe ihrer Quadrate u2-v2-- w? + z? 
durch p theilbar, und jede ein;Ane der Zahlen v, w, w, x 
nicht größer ald Zp ſei. Dies gefchieht in der Ihat, wenn 
man z. B. w=1, z—=0 feht, und u, v zweckmaͤßig bes 
ſtimmt. 

Ob es noch auf andere Weiſe geſchehen kann, iſt hier 
gleichguͤltig. 

Es ſei alſo pp =utv?-w?t:?, und weil x, v, 
w, z fämmtlich Fleiner ald Zp find, pp’ <#p*, p'<:p. 

Iſt nun p=1, ale p=ut+v?+w?4z?, fo ift 
der Lehrfaß bewiefen. 

Iſt aber p'>1, fo ift p’ Divifor von u*+ ——— 
feßt man nun = u— ap, V’ =v—Pp', wW=w—yp‘, 
z'=z—Öp’, und nimmt a, 5, 7, 0 fo, daß u‘, v/, 
ſaͤmmtlich nicht größer ald £p‘ find (alfo 2’ und Öö gleich Null, 
wenn z=0), fo iſt p’ auch Divifor von u’ +v”+w+z u) 
oder pp’ = u" VW” +2; und pp”. 

Nun Fennt man folgende algebraifche Formel, von deren 
Nichtigfeit man ſich leicht überzeugt: 

(u2 v2 +w° + 22) (u? +0 ar)” 
= (ul vv’ ww’ +22)’ +(uv’ vu we — zw)’ 


(uw — ve’ —wwtzV)’ + (us +Vw —wv/—zuN)”. 


Diefe Formel lehrt, daß das Produft aus 2 Zahlen, 
deren jede eine Summe von 4 oder weniger Quadraten ift, 
felbft eine Summe von 4 oder weniger Duadraten ift. Es 
Fann nemlich vorfommen, daß eines, oder einige der im Pro- 
dufte enthaltenen Quadrate Null find. Died ift aber, wie 
aus der Formel hervorgeht, nicht nothmwendig der Fall wenn 
auch mehrere der Quadrate z, 2’ in den Factoren Null find. 

Setzt man jest in die zuletzt aufgeftellte Formel für 
u, v, w, =’ ihre Werthe u— ap, v—Pg', ete., ſo et: 
hält mans 
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pr' pp" = (pP —(du+ Put re+3:)p‘) 
+ (av— Bu+rz— dw)’p’+ (ew—yutdv—Pz)’ p 
+(e2— du+ßw—yv)?p, 
öder, da faͤmmtliche Glieder der rechten Seite durch p’p’ theile 
— ſind, 
p— (p— wi Bv—yw— öz)?-+ (av — But V— dw)” 
ea BUn A + eure — >). 

Iſt nun pf”=1, fo ift p in 4 oder Weniger Quadrate 
zerlegt. Iſt aber p’>1, ſo kann man die Reduction weiter 
fuͤhren und ein neues Vielfaches von p, pp’ finden, welches 
dee Summe von 4 Quadraten gleich iſt. Und da man dieſe 
Reduction fo lange fortſetzen kann, Als die Zahlen p““, pir, ze: 
größer alfo 1 bleiben, da ferner diefe Zahlen eine abnehmende 
Reihe bilden, fo muß man endlich Auf eine kommen, welche 
gleich 1 iſt; und mithin p gleid) einer Summe von hächftens 
vier Quadraten finden; 

3: Zuſatz. Da nun das Prodück zweier Summen von 
4 öder weniger Quadraten felbft eine Summe von 4 oder we— 
niger Quadraten ift, wie die in 5 2. aufgeſtellte algebraifche 
Formel beweift, fo ift Flar, daß ein Product aus beliebig vie— 
len gleichen oder ungleichen Primzahlen eine Summe von 4 
oder weniger Quadraten iſt. Folglich laͤßt ſich allgemein be- 
haupten: Eine gegebene Zahl kann immer in vier oder weni— 
Her Quadrate zerlegt werden. 
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Tafel der Primzahlen von 3 bis 2063. 


| 1831 


3} 181] 421 | 673 | 953 1531 

51 4191 i 1237 | 1543 | 1847 

7| 19% 1249 | 1549 | 1861 
11 ' 1259 ! 1553 | 1867 
13! 1991 4431 701 | 983 | 1277 | 1559 | 1871 
‚171 211 | 449 | 709 | ‚991 | 1279 | 1567 | 1873 
19) 223 | 4571 719 | 997 | 1283.| 1571 | 1877 
23| 227 | 461 | 727.) 1009 | 1289 | 1579 | 1879 
29 | 229 | 463 | 783 | 1013 | 1291 | 1583 | 1889 
311 23531 467 ı 739 | 1019 | 1297 | 1597 | .1901 
87 | 239 | 479 | 743 | 1021 | 1801 | 1601 | 1907 
41) 2411 487 | 751 | 1031 | 1505 | 1607 | 1913 


757 | 1033 | 1307 | 1609 | 1931 
761 | 1039 | 1519 | 1613 | 1933 


43 | 251 | 491 

47 | 257 |: 499 

531 263 | 503 | 769 | 1049 | 1321 | 1691 | 1949 

59 | 269 | 509 | 773 | 1051 | 1327 | 1621 | 1951 

61| 271 | 521 | 787 | 1061 | 1361 | 1627 | 1973 

67 ı 277 | 523 | 797 | 1063 | 1367 | 1637 | 1979 

711 281| 541 

731 283 | 547 1663 | 1993 
1997 


809 | 1069 | 1373 | 1657 | 1987 


7939| 2393| 557 1667 

83 | 307 | 563 1669 | 1999 
89 | 317 | 569 1603 | 2003 
97| 311 | 571 1697 | 2011 
4101| 313 | 577 1699 | 2017 


1709 | 2027 

1721 | 2029 

1723 

1733 

1741 
1747 
1753 
1759 
1777 
1783 
1787 
1789 
1501 
1511 
1823 


317 
107 ı 337 
1409| 347 2039 
113 | 349 2053 
127 | 353 2063 
859 
367 


379 
379 
383 
389 
397 
401 | 653 
409 | 659 
419 | 661 


Hiſtoriſche Notiz über die Ausbildung der höheren 
Arithmetif. 


Nenn man den Berichten der Alten, namentlich des Pros 
clus, Glauben fihenfen darf, fo gelangte Pythagoras 
durch die Entdeckung des nad) ihm benannten geometrifchen 
Satzes theild zu dem Begriffe des Serationalen, theils zu der 
Aufgabe, mit Vermeidung deffelben ein Quadrat in eine 
Summe von zwei Quadraten zu zerlegen, welche er gelöft 
haben fol. Seine Schule befchäftigte fich überhaupt viel mit 
den Eigenfihaften der Zahlen, in welchen fie, neben wefents 
lichen Unterfuhungen, auch den Stoff zu mehrern myjfterid- 
fen Allegorieen fand, Me 

Abgefehen von diefer, für fich felbft wie für uns dun— 
Feln Vorzeit der Wilfenfchaften, ift Euflides der ältefte Au— 
tor, von welchem man eine, mit wifjenfchaftlicher Strenge 
durchgeführte Darftellung der Elemente der Arithmetik beſitzt. 
Außer ihm kann noch Eratofthenes ald Erfinder der in 
der Einleitung diefed Buches erwähnten Methode, die Brims 
zahlen ‚durch Ausfchliegung der zufammengefesten Zahlen zu 
finden, genannt werden. Man Ffennt diefelbe unter dem Na⸗ 
men des cribrum Eratosthenis. — Der  bedeutendfte unter 
den alten Arithmetifern, Diophantus der Alerandriner, fol 
feine quaestiones arithmeticae, nad) der angenommenen, doch 
nicht ganz fihern Meinung, um die Mitte des vierten Jahre 
hunderts der hriftlichen Zeitrechnung gefchrieben Haben. Ob: 
gleich ſehr Fharffinnig, war er doch von einem wiffenfchafts 
lichen Syfteme der Arithmetif weit entfernt. 

Die neuere Zeit hatte gegen das Alterthum den Vortheil, 
im Beſitz einer erweiterten Algebra und des ſchon im Mittel: 
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alter in Europa befannt gewordenen Indifchen Numerationss 
foftemes zu feyn, Als man daher im fechzehnten Jahrhun— 
dert die erften ſechs Bücher de8 Diophantud wieder ges 
funden hatte, machte die Arithmetif bald große Fortfchritte, 
Die erfie Ausgabe des Diophantus beforgte 1575 Xy— 
landerz eine beffere gab 1621 der gelehrte Bachet de 
Meziriac. Derfelbe erwarb fi) ein Verdienſt durch die 
Auflöfung der unbeflimmten Gleichungen des erften Grades, 
welche er in der erften Auögabe feines Buches: problemes 
plaisans et delectables qui se font par les nombres, Lyon 
1612, anfündigte, und in der zweiten, zwölf Sahre fpäter, 
mittheilte. Bon feinem etwas Altern Zeitgenofien Vieta bes 
fist man eine arithmetifche Abhandlung unter dem Titel: Ze- 
tetica, Am meiften aber zeichnete fich in diefem Felde Fer— 
mat aus, welcher überhaupt in allen damals belannten Sweis 
gen der Mathematif die feltene Kraft feines Geiftes bewies, 
Er war Parlamentörath zu Zouloufe und ftarb 1665, Ders 
ſelbe erfand, Häufig geleitet durch eine glückliche Induction, 
eine große Menge von Sägen, welche zum Theil Grundlagen 
der fpäter ausgebildeten höheren Arithmetif find. Außer dem 
im zweiten Abfchnitte diefed Lehrbuchs erwähnten Gabe ge— 
hört ihm die Entdeckung, daß jede Zahl eine Summe von 
böchftend vier Q,uadraten, fünf Heptagonalzahlen, ſechs Hera= 
gonalzahlen, u. f. w, iftz von welchen Sägen nur der erfte 
im Laufe diefes Buchs aufgenommen werden fonnte, Er bez 
merfte ferner die Unmöglichkeit viefer unbeftimmten Gleichuns 
gen in ganzen Sahlen, namentlich der folgenden: a!+y"=:", 
fobald der Erponent n größer als 2 ift *), Mit ihm wett 
eiferte Srenicle de Beffiz welder eine eigenthümliche 
Methode für unbeftimmte Aufgaben befaß, die in der Aus: 


*) Ein allgemeiner Beweis dieſes Satzes ift noch nicht bekannt. 
Euler bat ihn für bie dritte und vierte, und Dirichlet in 
Srellers Journal für bie fünfte Potenz bewiefen, 
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ſchlleßung der zur Yuflöfung nicht dienenden Bahlen beftand, 
Diefe Methode verfchaffte ihm bei den damals gewöhnlichen 
gelehrten Wettftreiten häufige Triumphe. 

Angereist durch) die Herausforderungen Fermats und 
Frenicles befchäftigte fih audh Wallis mit der unbe- 
ftimmten Analyfis, und mit befonderm Erfolge Lord Brouns 
fer, welchem Wallis die in feiner Algebra befindliche Aufs 
löfung der Gleichung 2? — Dy?:=1 zufchreibt, Diefelbe 
Aufgabe löfte auch der Engländer Pell. 

In der Folgezeit waren die Mathematifer zu fehr mit 
den neuen Erweiterungen der Algebra und den Methoden der 
Differentiale und Integral-Rechnung befchäftigt, um ihre 
AYufmerffamfeit der Arithmetif zu widmen. Als aber jene 
Entderfungen einen hohen Grad der Ausbildung erlangt hats 
ten, fam Euler auf die Arithmetif zuruͤck, und verbreitete 
fi) über diefelbe in einer großen Anzahl von Abhandlungen, 
Er bewies zuerft den von Fermat entderften Saß, daß jede 
Prinzahl von der Form An -t-1 die Summe zweier Qua— 
drate ift, und begründete die Theorie der quadratifchen Reſte 
und Formen. Diefelbe wurde yon Lagrange durch die Hin⸗ 
zufügung der Begriffe und Methoden der Transformation, Aequis 
valenz und Neduction wefentlich erweitert, Diefem großen 
Mathematiker verdankt man auch die allgemeine Yuflöfung der 
unbeftimmten Gleichungen des zweiten Grades, in ganzen 
und in gebrochenen Zahlen, und namentlich den Beweis des 
Satzes, daß die Gleihung &®—Dy?=1, wenn D eine 
poſitive, nicht quadratifche Zahl bedeutet, immer loͤsbar ift; 
wodurch die früher befannte Behandlung diefer Gleichungen 
erft Sicherheit erhielt. Man lieft diefe Theorien in mehreren 
Abhandlungen, welche fid) in den Denffchriften der Afademie 
zu Berlin finden, und in den Zufäßen, mit welden La— 
grange die Eulerfihen Elemente der Algebra bereichert hat. 
Die nunmehr anfehnlich erweiterte Wifjenfchaft faßte Le— 
gendre in feinem Essai sur la theorie des nombres, Paris 
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1799, zuſammen, von welchem gegenwaͤrtig (1831) die dritte, 
ſehr vermehrte Ausgabe erſchienen iſt. Eine in antiker Strenge 
durchgefuͤhrte und durch neue Entdeckungen ausgezeichnete Dar— 
ſtellung der Arithmetik geben die disquisitiones arithmeticae 
von Gauß, weldhe im Jahre 1801 herausfamen. Unter an= 
dern macht der ftrenge Beweis des Satzes der Neciprocität 
ein vorzügliches Verdienft diefed Werkes aus. 

Seitdem ift die Wiſſenſchaft durch eine nicht unbedeu- 
tende Anzahl neuer Beweife und Nefultate bereichert worden, 
welche ſich theild in den Denkſchriften verfchiedner gelehrten 
Geſellſchaften, theild in mathematifchen Zeitfchriften, und na— 
mentlih in Crelle's Journal für Mathematik befinden. 
Bon diefen neuen Leiftungen werden fich diejenigen Leſer dies 
ſes Buches, welche eine vollftändige Kenntniß der Arithmetif 
zu erlangen wünfchen, am beften durch dad Studium der 
Driginale Abhandlungen, fo wie durd die oben erwähnte 
neuefte Ausgabe der theorie des nombres, unterrichten. 


Berihtigungen 


Sn dem folgenden Verzeichniß find weniger bedeutende Drudfehe 
ter, 3. 8. welcher flatt welden, und Ähnlihe, von welder Ars 
fi mehrere auf den beiden erften Bogen befinden, nicht angegeben, 
Die hier angezeigten Fehler bittet man vor dem Lefen zu 'verbeffern. 
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